2 Griansvarden och kKontinuitet

2.1 Inledning

Grinsvardesbegreppet dr grundldggande inom den de] av
kallas analys. Definitionen av 6vriga grundbegrepp i a
derivata och integral bygger pa begreppet gransvirde,

gl.ﬁnsvéirde gjordes omkring 1760 av den franske matem
nuvarande definitionen infordes pa 1820-talet av hans landsman Cauchy. Denna
definition dr dock ratt sa abstrakt. Vi kommer dérfor att i avsniit 2.2 och 2.3 till stor
del att forlita oss pa intuitiva och dirmed i viss man oprecisa resonemang. Istillet
for att ge precisa definitioner av grdnsvardesbegreppet gér vi beskrivningar i ter-
mer som Vi inte gett ndgon exakt mening. I avsnitt 2.10 ger vi en kortfattad, men
stringent, behandling av gransvirdesbegreppet som bygger pé precisa definitioner.

matematiken som brukar
nalysen som kontinuitet,
Den forsta definitionen av |
atikern d’ Alembert och den i

2.2 Grinsvirde av en funktion dd z — oo eller —oo
grinsvirde av en talfoljd

b

| 1
Exempel 2.1 Betrakta f(z) = —\/—:.z_,x > 0. For stora z dr —= litet. Exempelvis

\/5

galler att

1
0 < -\—/1—-5<Edf6rallam>10000,
1 1
ol for alla z > 1000000,
0 < \/E< 1000 or alla x
1 1 .. 8
for all > 10° osv.
b <~ < oo ralae

Tydligen giller att man kan f4 1/+/Z att bli godryckligt litet, dvs. mindre én vilket
som helst pa férhand givet tal genom att viilja x tillrdckligt stort. Vi uttrycker d.etta
genom att saga att 1//z har gransvirdet noll da x gar mot oéindligheten och skriver

:Oeller—l—ﬁ()dﬁ T — o0.

fim e
5100 /T Va
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mo ’ 3L

L3 1T
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TS

om ir definierad for alla tillrickligg Stora

). Vi gor [bljande provisorigky q.e.. S04
: a S g
deﬁmtl()n. R0y

S nktion S
LAt nu J vard (a,0) eller [a, o

intervall av typen
Funktionen f sdgs ha grinsvérdet A, da = gir mot odndj

Deﬁg:jtio:[l ?g;lf(z) att ligga godycklig! m‘iraoA for alla tillriickiigy lerihzte% m
Oy el 4 R F R
skrivs: £—0C '

by y=itx)

/X
A G~ S

"

A N

/ X

Ovanstéende definition innehaller vissa opreciserade begrepp, namligen “godiyek
ligt ndra” och "tillrackligt stora = ”. T avsnitt 2.10 diskuterar vi inneborden av desw

begrepp och dér aterfinns dven bevis f6r vissa av satserna i detta kapitel.

Exempel 2.2 Bestim lim,,_, ., (2 + 71_;).

ws“ﬁn& I'exempel 2.1 fann vi att det gick att f4 1/./x att bli godtyckligt litet 1
d” a tillrckligt stora z. Detta innebir att man kan fa 2 + 1//z att ligga godtyckli!
néra 2 for alla illrdckligt stora 2, dys. lim,_, (2 + %) = 2.
43 .
{]\;:I]dg k;:SO?kSé \'r’ara .i_ntresserad av hur en funktion “uppfor si g for stora 'nt‘lg_;s:il;;‘
detta anav Bransvirdet av f d4 & ghr mot minus oéindligheten. Deﬁmfl.mw[ i
£ ansvarde 4 analog med definitionen av lim, e, f(x). At () 8"

% ‘T 17 . £x3 .
£4ar mot minyg odndligheten, skrivs

xl{r*nm f(l') = A eller _f(;c) — Addx — —°0.
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2.2 Grdnsviéirde av en funktion dé = — oc eller — 0, gréinsviirde av en talfsljd

y=f00)

on f(I) =5 L0 = B B 15— i linjen y = A vara en horisontell
asymptot till kurvan y = /().

Exempel 2.3 Bestim grénsvardetav L dd z — oo och di z — — oo,

Losning: Vi inser att 1/ blir litet nér  blir stort och genom att vilja x tillrackligt
stort kan vi fa 1/ZU att bli hur litet som helst, dvs. llII’].w*,oo (1/;1;) =0 Ana]gg’[ inser
man att 1lm'p——>—oo (1/1') = O

$,

p

a——
\7

+

i o
//-% 'y = X
Exempel 2.4 Bestdm lim, s_mw_x_
L ged
b4 A X
1 _sinx
2

{ : "X
l/\ :
y=-x
Losning: Eftersom —1 < sinz < 1 foljer att
_}_ < sin x < _1_
x 7 x
for alla z > 0. Eftersom bade —1/x och 1 /x gar mot l}oll da x — oo maste tydligen
ocksd S22 o8 mot noll dd z — oo, dvs. lim,_o #2% = 0.1 exempel 2.4 har vi

utnytyat foljande intuitivt "sjalvklara” sats som bevisas i avsnitt 2.10.
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Kapitel 2. Griinsvérden och kontinuitet

Sats 2.1 (Instéingningssatsen). Antag att 1ims o0 f (T) - lim,_, . 9(z) -
att f(z) < h(z) < g(x) for alla tillrickligt stora z. Dd giller ary )iy, y '(4 O
P = 3 . . : (

A. Y
't
i
J:f(x) R

X3 see

/o y=h(x)

Exempel 2.5 Vad hinder med f(z) = V2 + 6z — = di = vixer obegrinsa

Lésning: Uppenbarligen giller attv/z# + 62 blir stort nér z blir stort. Det 4 dirfs
svart att direkt siga nigonting om differensen /22 + 6z — z for stora Vi g(j:
darfor forst en algebraisk omformulering av uttrycket for f(z) ("forlangning meg

konjugatkvantiteten”). Om z > 0 far vi
flz) = Va2+6z—2x= ( 22 + 62 — ) (s a:2+6:c-|-x) _
Va2 +6x + x B

= (konjugatregeln) = e —
Va2 + 6z + 2
= (division) = 6 ,
1+841

2;?1; ar stort s§ azr 6/ litet, dvs. for stora z bor gélla att f(x) ~ 3. Vi gissar dirfor
L0 (Va? + 6z — z) = 3. For att visq detta utnyttjar vi instingningssatsen
samt foljande observation:

flz} - Adizr —

)
]f(:c)~_,4! — 0daz — oo,

Vi underssker ajjts f(z) - 3], dvs
Voo < [VTTT - 81 0) (v 4 (34
Va2 46z +3 4 )

= (konj ugatregeln) —

9
Jm+3+xl‘
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2.2 Grinsvirde av en funktion dd © — oo eller —o00, grdnsvérde av en talfiljd

Av detta foljer genast att for x > 0 sé ér

x2 46—z — 3| <

9

L

0<

Eftersom : 9/x — 0 dd @ — oo sd fér vi da med hjilp av instingningssatsen att

Jr2 46— 3diz — oo.

Det r inte alla funktioner som har ett griinsvirde dd z — oo. Anledningen till detta

kan t.ex. vara att funktionsviirdena oscillerar utan att nirma sig nagot bestamt tal
eller att funktionsvardena vixer 6ver alla grinser da © — oo,

Exempel 2.6 Har cos ndgot gransvirde dd x — oo?

Losning: Eftersom det finns godtyckligt stora tal for vilka cos x antar virdena 1 och
_1(z=mn-27 respektive = m + n - 27) kan cos z inte ndrma sig nagot bestdmt
tal da ¢ — oo. Detta innebdr att cos z saknar gransvirde dd x — oo.

3
x
Exempel 2.7 Betrakta f (2] = 1 Undersok vad som hiinder da x vixer obe-

grinsat, dvs. dd x — oo.

Losning: Om z > 1 sd dr

z3 29 x

NC NN NES. Y-
2+1 7 z2+22 2

Detta innebir att vi kan fa f(z) att bli hur stort som helst genom att vilja & Filh"e:u:k~
ligt stort. Vill vi att f(z) > 100000 sa ricker det att ta = > 200000 och vill vi att
f(z) > 10° s ricker det atttax > 2- 106. Funktionsvirdena ndrmar sig alltsa inget

bestimt tal d& x — oo, dvs. limz—co ;Zﬂjﬁ existerar inte. Eftersom f(z) véxer dver
alla grinser dd x — oo siger man ait f har det oegentliga grdnsvirdet odndligheten

da z — oo. Detta skrivs
3

g1

— oodax — oo.

o1




Kapitel 2. Grénsvirden och kontinuitel

Skrivsittet 3
s 22 O

3 . arme 10 N4 ¥ S f e » g
forekommer ocksd, trots atl =& inte ndrmar Sig nagol bestimt ta) g ,
; RO, D x?+ ;

inneborden i uttryck av typen f(y )
' nitt 2.10.

? % g

Den formella deﬁnili(mcnaav vt 4
r — 00 och f{q) —s ocodidz — —00 8¢

Exempel 28 Dax — 00 giller

Inx — oo, 4 y;XVZ
2% — 00 om a > 0, / .‘.Ytlhx
a® — oo oma > 1. i N ;ﬁ.x
Exempel 2.9 Vi bevisar inte dessa pastenden.
1— 322
Exempel 2.10 Betrakta f(z) = S Eftersom
3z2 -1 322 — 2?2
—f(x) - = > =

2+x L4+ ‘
for z > 2 sd gller tydligen att —f(z) — oo d&  — oo. Vi siger dirfor att /i
det oegentliga gransvirdet —co, dd  — co. Detta skrivs

I P
fla) =

— —00,da x — oo.

2.2.1 Rikneregler

S0 Al ) sl ligc
Anlft_&. att hm;,,-»_:,rx, f(z) = Aoch att lim,_, g(2) = B. Detta innebi \,‘]\;cﬂ:
alL for stora = ligger f(z) niira A och 9(x) niira B. For stora o giller allsi!

Cf(x) ligger nira A,
f(z) + g(z) ligger niira A -+ B
I(x)g(z) ligger nira AR ,
/()

—

e A
g(z)  ligeer niira = (om B #£0).
9




2.2 Grinsvérde av en funktion dg v —, ~ 1
v T 00 eller —oo, griinsviirde ay en talfoljd

Foljande sats ir darfor ingen Gverraskning.

Sats 2.2 ( Rikneregler for gransvirden d4 4
1imm~amg(m) = H ;c‘i gdller
[ limgooo Cf(x) = CA for varje tal C,
i limg—eo (f(2) +9(2)) = A+ B,
gL limg—eo f(z)g(z) = AB,

v OmB # 0 sd dr lim,_,

— 00.) Om lim,,_, .., flz) = A och

Motsvarande rakneregler galler for grinsvirden dé 2z — —oo,
Bevis: Se avsnitt 2.10 (Sats 2.15, sid. 135).

Genom en upprepad anvéndning av riknereglerna I-IV samt instangningsatsen kan
man ofta aterfora berékningen av ett komplicerat grinsvirde pé berikningen av ett
eller flera sk. standardgrénsviirden, vilka hirletts en gang for alla. Detta gor att man
endast i undantagsfall behdver anvinda grinsvirdesdefinitionen vid gransvirdes-
bestimningar. I avsnitt 2.9 finns en sammanstillning av de standardgrinsvirden
som vi kommer att behandla i detta kapitel. Det enklaste av dessa standardgréinsvir-
den har vi redan diskuterat, ndmligen grinsvardet lim,_, o, % = 0. (Se exempel

23.)

Exempel 2.11 Om n ir ett positivt heltal s& galler lim,_,, — = 0. Detta foljer av

gitlim. . % = () samt riakneregel III. Genom att anvéinda denna sa far vi ndmligen

lim—15 = limi l-liml:O%]:O,
T—00 I T—0o0 L ZT—0 T

1
lim—l— == Jim —}—-hm—-—-O-O:O
T—00 :L’3 T—00 1172 r—00 T

och upprepad anvindning ger lim; ;317 =0.

Anmirkning: Ett liknande resonemang som i exempel 2.11 visar att rdknereglerna
1T och III kan utstriickas till att gélla for en summa respektive produkt av éindligt
ménga funktioner. Allmint giller alltsd att gransvirdet av en summa ar lika med
summan av griansvirdena och gransvérdet av en produkt &r lika med produkten av

gransvirdena.
Anmirkning: Genom att anvinda definitionen av gransvirde kan man visa att
1
lim — =0oma >0
z—o00 ¢
Det #r allts8 inte visentligt att exponenten ar ett heltal.

. or3 + 1122 -7
Exempel 2.12 Berikna lim; o0 73 — 4z +3
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ntinuitet
]2 Grc’insvc‘z‘r(ien och ko
Kapitel 2.

5 Leftersom lim,, e T
e dirkt illimpa riknercget 1l eftersom ut den oS+ 11t
Lasning: VIS g) inte existerar. Vi bry dvs. 2%, och fi iy 5 5 W
" B o S 6r stora . I, or
och limwoéjﬂf respektive ngmnarcn tozliioraT ol £
snabbasiitahmef 1122 -7 23 (2 37—_5*_) = z
23:L + & T P

3 3

3 — e g F

S il P-FtE) T-A+3
Tx° — 4T

T

8

Av rikneregel I foljer att

-7 24+0—-0=2diz — oo,
W

4 3 —04+0=7ddz — .
-2ts 7 d

Rakneregel TV ger da att det sokta grénsvardet dr 2/7.
o

t bestimma grinsvirden av typen lim,_, . % ar just
anna metoden att bestar s : o
D;z; aH:ln jt den snabbast viixande termen 1 tdljaren respelftwe namnztren och szdaz
va%irnga raknereglerna for grinsvdrden. For att kunna géra detta} m‘z}lslte r‘nalntt oc
veta vilka funktioner som vixer snabbast dd z — oo."Exsmpel%f‘ls géller Jua t \({5{
och lnz bida gir mot o4ndligheten di © — oo. For att bestimma griinsvirde
" - 15‘\7% maste vi alltsi

snabbast d& x — co. I avsnitt 2.7 komm

er vi att ge en “rankinglista” for funktioner
av olika typer d& = — oo,

222 Grinsvirde ay en talf6ljd

yeees Oy,

arden av funktione
‘ 0 dvs. 15 S an, definierag analogt
tion f ddz — o0, Oy lim,,_, G, CXISterar s§ Sags talfoljden vara konv
terar inte gransvirdet g3 $ags talfoliden
den (Sats 2.1 och Sats 2.2)

r. Grénsviirdet av en talfsljd |

veta vilken av funktionerna \/z och Inz som vixer

vergent. Exis- |
o olden vara divergen; Réknereglerna for gransvir-
gdller dven 5y grdnsvirden ay talfoljder.
Exempel 2,13 Underssk o Hm 1+24 . + 5
n— 3 existerar
Lésning, v; Observerar g !
enligt formelp f6r en arjgme; 2
metigk ¢ ]
Alltsg 4 “101ids surmg (Sesid. 27,
1 = 2 + _{
L nn )
2 = |
Raknereglerna {6 e \5”?‘ Taon T
F &rdnsviirgey, 8er ny gy 2n " 9
lim 142+ sty
~00 -\2\\
94
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2.2 Gransvdrde av en funktion di v . ~, slfp,
7 CUEr —oc, grdnsvirde av en Vﬂfﬁ[jd

- pc' 2.14 Om f(f) — Adax

Y i*ﬁ ”r’f," ') YPahent? -
1gger fj’,j nara” A for alla stora 1al

th(‘m & 4 o4 i
: i Re : ,ii i} a9 . . pe 9autt_ 99
T Spccw“l masic f" gilla aut f(x) ligger “nira” A for alla stora positiva heltal
N il e<abll dlld SIOrd ISHIVa heltz
4vs. Oim limz—0o f(,i) = A sé dr ocksi llm,,, - /‘r,,} A a tal .
()r‘m-féindnim,%cn giller dock inte, vilket vi visar genom aif valja f( ’

C at vélja f(x) sinTx.

Efiersom f(n) = sinmwn = O 16r varje heltal n 4r dven im f(;
; ) - ¥i y s r’f,“

: QiTy 7 P ( Gred
inte limg o 8N 7. (Varf6r?) ). Déremot

123 Nagra viktiga grinsvirden

poljande gréinsvéirdcn kommer ofta till anvindning.

0 om |a| < 1,
1. Jimy, —oo a” = 1 oma = :
oo oma > 1 (oegentligt grinsvirde).

Om a < —1 sé saknas bdde egentligt och oegentligt gransvirde.

. an s -
2. limp—oo —,;'“ = {} {6r varje a.

3 limp—oo /o =1oma > 0.
4. limy,—oo /=1

Bevis:
1. Eftersom grinsvardet i 1. dr intuitivt “sjdlvklart” hoppar vi 6ver beviset av detta.

2 Lt N vara ett fixt heltal storre 4n |a| . Omn > N giller

og'_fj_}:(%i.'%l-,,ﬂk_l_l.) (l_;_l.,,_%l)g(l_ﬁi"_%.@

(ty l—an:l <1,fsrm=N,N+1,..)
Eftersom
N-1
o] La—' —0dadn—

(N —1)! " n
foljer nu pastdendet av instédngningssatsen.
oo dd n — oooma > 1. Vi sdger att

Anmirkning: Enligt 1. giller att a —
dligheten dn varje exponentialfunktion.

fakultetsfunktionen vixer snabbare mot 0dn
3. Vi betraktar forst fallet a > 1. Vi kan d sitta /a = 1+ py, dér p, > 0. Alltsa
ar (enligt binominalsatsen)

n-(n—1)

a=14+p,)"=1+npn+ — T ~p%+...+p’,:2npn.
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i oljer pastien e
tinuite! ; foljer pastdende ,
Kapitel 2. Gréinsvéirden och konit s Gdin =t & ay
- a/n och da a/mn
Detta ger att 0 < Pn = /%

P 2 »\;1 ’[.D
INstinen; for det fall da a
Instangningssatsen for det t ket medfos

o o 1di
resa, TR / a- -p l

2 ue ] la > 1 \;m“l()l V 1/
OmO0 <a<1shirl/ac

/1
a=1/yq

(f iiven g,»;j-n]s;*varclelz = 1,
att avell £

flan y oo, Eftersom
~ — 1 for alla 1, g, — 00 L
Oma = 1siir Ya = 11ore

i detta fall.
oo a1 dan — ocdvenl detta fa
B .'/Z/y: I =YX
51{ ( _L\'/_
B ,Z(‘y- gx.
= .
14
X
p—
i a

1set till avsnitt 2.7
} 4 liknande sitt som 3. Vi viantar dock med bevis
" 4. Kan visas pd liknand

(exempel 2.553).

) - .
Exempel 2.15 Bestdim lim,,_, v/3n° +n

Liosning: Vi gor en instingning. For alla positiva heltal n giller
sning:

n v
Yn< Y3n2+n< \"/3712—{—712:\/41-(\/7—1) »
Standardgrénsvirdena 3. och 4,

samt rakneregeln for griansvirdet av en produkt
visar att de bada ytterleden i olikh

eten garmot 1 dd n — oo, Instdngningssatsen ger
da resultatet
lim n\/ 3??,2 +n =
N— 00

224 Oegentliga gransviirden

R;'iknereglema for

gransvirden giller i allménhet
Detta beror pé att

inte f6r oegentliga gransvirden
~000ch 00 inte Hr (g)

Exempel 2.16 Vi har att

2 o
! T 0daw — o gop 1

—
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2.3 Gransvérde av en funktion dé r — =

Ay dettd foljer inte att
' 2 .
— . x® > 0 di » v“‘yﬂ,{yf‘

5
el

IRy " 313 « ke o A 1 | P T i 0 i
4rinte definierat. 1 sjilva verket dr ju — - x I varfor grinsvirdet 4r |
Man kan dock visa att blLa. f6ljande enkla regler giiller fir rikning med oegentliga
& - J . & >

opiin svirden.

(g) — codd x — 00 . i g
1. {]%Jr) > Bdiz — o0 } = f(2) +9(z) = codd z — ~,
f(x) = codaz — o0 N ocom B > 0
2 g(a) = BAOd e — oo [ 7 @@ = B g
3 Jf(a;)l—+c>ode‘i.7:——>oo ::$7-(1I~)~>Odé’1x—%oo,

f(z) > g(x) forx > a

4. g(z) = ooddz — oo } = f(z) > oo diz — oo,

Motsvarande regler giller {or fallet f(z) — —oo d& z — oo, samt for oegentliga
gransvérden dd x — —oo.

Exempel 2.17 Visa att p(z) = 2% — 10022 + 172 + 1 — codi = — oo.

Losning: Vi kan skriva

100 17 1
— 3
plz) =z (1——33—-{-'%—24-;3:) :mgg(m)
dir
100 17 1
9@)=1-—+ 5+ —1>0ddz - .
z oy X

Eftersom 22 — 00 dd 2 — oo foljer av detta att p(x) — oo di z — co.

2.3 Grinsvirde av en funktion da z — ;8

Lat f vara en funktion och z en given punkt. Vi ska diskutera vad som bir menas
med

lim f(z),

T—=20

dvs; gransvirdet av f da ¢ — xo. Grovt uttryckt kan man séga attom lim, ., f(z) =
A sd innebir detta att f(z) ligger nira A di z ligger nira x.
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Lontinuite!

z — 1

Kapitel 2. Gransvérden och

Exempel 2.18 Betrakia @) =77 1 } |

7 atet SO <aknar mening. Detta ger
) "R v em@ldl <r = L = 7 ) - =i o -

a f(1) o far Vi altjhl.‘ii :2 {4 o nArmar sig 17 Vi gor en

fior 18 ora x-virden i narheten

Hur upp @) a5
afl perikna f(x) feyr NAg

Om vi forsdker berdkn
fill foljande problem:

upphov ‘e genom
“experimentell” undersokning £¢ no
av 1. 1.001 1.01 1.1
900 b
0.99 0.5% 9.00060 2.00499 2.04881

: 0.90 |
( 01'21 1 94868 199499 1.99950

flz)
it doma som O () ndrmar S 2 dé = ndrmar sig |
tabellen a mligt inser Vi om vi gor forlangningen

Pet forefaller av aeits B "

bade fran vanster och hoger. Att
IV (konjugatregeln) = v/ + 1.
B Jz+1)

=1 el

Om z # 1 sa géller alltsd att f(z) = o+ 1; och om x ligger néra 1 sa ligger i
wira 1. dvs. f(z) ligger ndra 2. Alltsé bor L
z—1

lim — =2
e—1+/x —1
Vi méste dock precisera vad som menas med att f () nidrmar sig 2 nir z nim
31},; k. franSkar' vi resultatet av den experimentella understkningen sa ser viaaru
aft vfll'ﬂaa; tS([)lm 'd;:t. bor vara mojligt att fa f(z) att ligga godtyckligt a0 i
vilia :LJ, il ' Z?.C lzg:t ndra 1. Detta kan ocksé uttryckas pa foljande sitt. Genomal
b i (frz ;gtv??;atl kan lrlnelm f& avvikelsen mellan f(z) och 2, dvs. |f(z) - )
i et som helst p forhand g P B
den exakta betydelsen av pﬁste‘iendzt ATt PO, Sk S
Z—1

m —— — — 9
r—1 :r__l—"z.

Litnu fv

ara en funktion som % :
tervall innehallande punktzgrﬁ dr definierad i en omgivning till x dvs. i et oppet I
definition, nkten 2o, utom mojligen i zo. Vi gor da foljande provi™
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2.3 Gyt
TFARSVéirde .
SVeire 5 ;
de ay en funktion dé » . -

cfinition 2.2 Funktionen f sigs ha grinsvirder A

fa f(!l?) att ligga godtyckligt néira A for alla » 44 & gir mot

. Tn Oom det o3¢ o
tillricklig 0 Om det gér att

ciee v = X I néire + i e
for T = o “rd o, utom mr.;\(,gen

pcuaskﬂvslhumﬁwu,f(m)‘w Aceller f(x) — A g
$ - anr y p
e
pr en mera exakt definition av lim,, oo F(2) = A b
= S a1td = r S S T 1 JEg . o v « i !Hna ',‘; o’
1101 definitionen av gmm\/mm di z — Zo 34 forug “;/[l " vi |
o Tkten @ amfo sl & i utsatts inte . 0 L _ _
i sjilva punkten Zo. (J.flmlor med exempel 2.18). Om f 3 inte A,yt f 4r definierad
fankt onsvirdet f(zo) ingen betydelse for existensen ¢ h dr definierad i z,,
~ T3 Ay % . HSICNSEN och
Uﬂ';ll,andel. limg s aq f (’l) = A ¥r alltsi ett uftt
nen det sdger ingenting om viirdet av f i z

AY

asaren till Avsnitt

} 1 JH h'df
vardet av lim (
alande om hur f’ e

0-

D I l,jpp{(pr ﬂ{ néra

" § =f(x)

Y

N
Ry
¥

Aven for gransvirden dd © — o finns en sa kallad instingningssats. Den kan
formuleras pa foljande sitt: Antag att lim, ., f (z) = lim,_,,, g(z) = Aoch aut
f(z) < h(z) < g() for alla z tillrdckligt ndra zo, utom mojligen for z = zo. Da
4r dven limy_,z, h(x) = A. Se nedanstdende figur.

Genom att kombinera instingningssatsen med observationen
lim f(z) =A<+ m]im |f(z) — Al =0
—T0

r—raQ

fér man en enkel metod att bestimma vissa gransvarden.




;3 4 2 ‘ (” \
'l ] l

Exempel 2.19 Visa att lim, 1 \/7 1

q{,fr,lﬁ - 2, —0da z — 1, Efterson,

Losning: Vi ska visa atl

x—1
s, .’(T"“r"l, T #+1
=V L

(se exempel 2.18) dr detta ekvivalent med att visa |/z — 1 | =0 diz_, |

& L £2 1 . (je
att forlinga med konjugatuttrycket far vi Jeng,

(F-DWE+D] _ o1
R e 2 e

Eftersom /= > 0 sa ser vi att

0< V-1 < |z —1).

Uppenbarligen giller att |z — 1| — 0 dé z — 1. Pastdendet foljer dg ay instingn.
ingssatsen.

Vi ska nu bestimma det viktiga grinsvirdet

. Singx
lim —=
z—Q x
(ett sé kallat standgpggps .. - s ver Vi
) ' sransvirde). Far ate '- snsvirde behove
olikheterna ). For att bestimma detta grinsvir

| | i
0<sing <y tanz, som giller om 0 < 2 < 9

(Se figuren samt Sats 1.1 och Sat

s 111 sid. 70,)
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Jinstra av dessa olikheter ger a¢ SNz
pen VA

sin - e ks tr 0 < T -
o, foljer av den hégra of; TS G och, ef
= M“’ () =3 2 LE g
tatt 7 cos L g likheten att :
o sin
COST < — fiyr O, T
For 0< T < 7r/2 gdller alltsa att
S1
cosg < BT <1
5 .
. . y (1
v; ska nu visa att olikheterna i (2.1) ocks3 galler dg —, /2 )
. < 0sadr0 < —x < /2 och alltsj 4r < <0.0n /2 <
sin(—z
cos(—z) < (=) =1
__m o
Men cos(—z) = cosx och
sin(~:r:) _ —sinz  sing

A

dvs. (2.1) géller dven dd —m /2 < z < 0. Vi kommer ocks att behova olikheten
jsinz| < |o] @

som géller for alla z, med likhet endast for = 0. Den visas Litt med hjilp av den

hogra olikheten i (2.1), men vi ndjer oss med att hinvisa till figuren ovan.

sin x
Exempel 2.20 Visa att lim,_,q . 1.

- - 3} . T scker alltsd att
Lésning: Vi vet att cosz < sing < 1 for 0 < |z} < %. Det ricker zlslga:al
visa att cosz — 1 d3 z — 0. Definitionen av cos samf det gakt;lmnag; s
E0r ait detta ar intuitivt “sjalvlart”. (Se figur nedan) Vi ger dock & B
c0sx — 1 di z — 0. Formeln cos 2a = 1 — 2sin o samt olikhe .

Y u )2 5 -"ﬁ
0<1-—cosz=2sin -2'52'(2 2
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] ~wiinsvirden och kontinuitel
Kapitel 2. Gréinsvéirden o« N
8 r — 0 och viirklarg
o NETPENET N da x s 0o :
Av instingningssatsen foljer d att cos » 1 d
»
X i K
CosX

Vi kommer att utnyttja grinsvérdet ovan nar vi ska hérleda derivatorna av de ¢ 2010
metriska funktionerna. En mera omedelbar slutsats av det faktum att

. sinzx
lim =1
z—0 T
ér att sin z ~ z for smd virden pé x (z i radianer). Foljande tabell illusterar deg,
sin x

T sin x Tz —sinx i
0.10 0.0998333 0.0001667 0.998333
0.06 0.0499792 0.0000208 0.999584
0.01 0.00999983 0.0000017 0.999983

Man kan visa att relativa felet i approximationen sin z ~ =z 4r mindre in 1% on

lz| < 0.25 (cirka 14°).

Vi ska nu betrakta négra exempel diir lim,_,,, f(z) inte existerar, dvs. fall di
funktionsvirdena inte nirmar sig ndgot bestimt tal, di = nirmar sig en Viss punk!

xg.

o ik .
Exempel 2.21 Betrakia f(z) =sin = g # 0. Vi skall undersoka om lim,_. sm%
existerar.Vi ser att flz) = sinl antar virdet 1 1 " o el

. | om-= = I 4 Iprdarna
godtyckligt heltal, dvs, om  ° z — 2T
1

. 3 +2nr1’
Analogt inses aft funktionen antar vardet —1 om

1
SR
5 +2nm

T =
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2. 3 T s
3 Grinsviéirde av en Junktion di xz — z
r — x,

Ji viljer n stort 1 dessa formler kan vi tydligen fa motsvarande tal 7 att i

- dzyckligt nira noll. Det ﬁnps alltsa dels tal » godtyckligt nira nb]f f?‘;: \jﬁ%a
?(7/) = 1, dels Fal " gOdl’kalolgl ndra noll for vilka f(z) - ] /\'v (letija f'(}l'cz;
atl funktionen J e 'kan hg négol gransvirde dé gar mot noll. Om :r/n va glm
" <terade skulle det ju finnas ett tal A, sidant att f(x) skulle ligga nijr'c% j] ;r‘):j’;l;c;

n

exis
1 Néra 0,7 # 0.

Y

sy

Ao
~

Exempel 2.22 Uttrycket 1/ z? definierar en funktion for z # 0. Vad hinder da =

narmar sig 0 ?
m
931 ¢
y=1/X

\

¥y

Losning: Vi ser att f(x) = 1/22 > 0 for allaz % 0 och att f () blir stort om vi
villjer z néira noll. Exempelvis ar £(10°) = 100 och ju nirmare noll vi valjer z,
f:lesto storre blir tydligen funktionsvirdet. Grinsvérdet im0 ;}— existerar alltsd
Inte, men eftersom f(z) vixer over alla granser da z — 0 sidger vi att funktionen
har det oegentliga grinsvirdet oandligheten dd x — 0. Vi skriver 1/2* — oo di
z = Oeller lim, o - = 00.

O_m ~f(z) — oo da z — zg siger vi att f(z) = —o0 di * — xo. Exempelvis
giller att —1 /22 — —oco daz — 0.
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Kapitel 2. Greinsvérden och kontinuite!

13 o . ionen dir f( o b ; x _
Exempel 2.23 Betrakia funktione Je i s f(z) = (1 . 1}
xI

A (1_Lly=2-
shar f(z) =a(1 - o

Vi kan nu rita karvan ¥ = f(z)-
vy
?
X

-1

nira —1 och om 2 < 0 och niry ¢,

och nara 0 s dr f(z) : N
Jarfor inte finnas nagot tal A saf.iapt att | f‘<$) — Al bliy ”li? g
£ (). Funktionen £ har darfor inget gransvérde d3 , \)ﬁ({)

rinsvirdet —1 dd T — 0 och vénstergrénsugy,,,

Vi ser att om T >~ 0
f(x) néra 1. Det kan
f5r alla z ndra 0 (men
Diremot galler att f har hoger§
da z — 0, vilket skrivs

i _ _1respektive lim f(z) = 1.
x]iI(I)I—i— f(.?i’) P z—0—
Alimént galler att img zo+ f(x) = A innebir att villkoren i griansvéardesdefini,.
nen r uppfyllda for punkter till héger om zo. Analogt géller fOr vanstergransvird
lim,_,, - f(z) = Bat villkoren i gransvirdesdefinitionen dr uppfyllda for punk.
Nedanstdende figur visar funktionskurvan y = f(z) tillen

ter till vanster om Zg.
funktion f som har vanstergransvirdet A och hogergransvirdet B da z — .

?'5

oy

X

Man inser at z |

béde véinster—t sghfzgktlon f ha"r gransvirde di x — 29 om och endast om den B4

Man kan ocksd betra?]g((:rgmn?v?r de di z — @, och dessa ir lika. (JAmfor figure®
a ensidiga oegentliga grinsviirden di  — zo- ¢ foljand®
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b3 TN ve
3 Grénsvéirde av en funktion dé = — x
A

figur-

X, x, %
f(x) —%oodéox—%xo—, g(z) — —oodléxﬁwg—,
f(z) » —ocodiz — zo+, g(x) = ocoddz — zo +.

Exempel 2.24 f(z) = s e e
_ 94

o

3 — a2 _}{ oo ddx — 2—,

Om f(z) — oo eller —o0 da x — zo— ellerda z — T+ sa ségs linjen & = Xo

vara en lodrit asymptot till kurvany = f(=).

riit asymptot till kurvan y = =2 Det
(ill en nidmnare inte nodviindigtvis maste

n. Betrakta tex. f(x) = :%“:‘—1 (Exempel
7""’1’;—11 ty limg—y f(2) = 2.

?Ixempel 2.25 Linjen z = 2 ir en lod
dr dock viktigt att inse att ett nollstille
motsvaras av en lodrit asymptot till kurva

2.18). Linjen x = 1 ar inte asymptot till kurvan y =
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inuitet
Kapitel 2. Griinsvérden och kontinul

2.3.1 Rikneregler

2.2 pi sid. 93 for grinsvirden di » —, .
Om limy_a, J(x) = A och lim,, . 9(z) -

Riknereglerna i Sats
orinsvirden di x — To-

alltsa att - | |
1. lim Cf(x) = O A for varje tal C.
g My —sgo ~ 4\

M limees (f(@) 19 (x))=A+B.
M limg—s, f(@)9(2) = AB.

7 el f(:[:) . é B O' “
IV. hnlz—»ago m = B om # J‘

Dessa rakneregler géller ocksa for ensidiga gr'zinsy'airden, dvs. gransyi den
hm, ,z0- f(l) och limy 2o+ f(.’L) For oegenthga gTapSVéirden, dvs, grénsv?'ptn
av typen lim;p—-ya;o f(m) = 00, hmx—wo f(.fL‘) - __'007 hma)——)g;0~ f(x) = arden i
limg g+ f(z) = 00 osv., giller motsvarigheten till riknereglerna P4 sid 97’

SR T o o

Exempel 2.26 Visa med hjilp av raknereglerna attlim, 5 (2% — 5,2 3)

Lésning: Sitt P(z) = 2°-522+3 =22 2—5-z-2+3. Eftersomlimm_aw\3
foljer dd med hjilp av riknereglerna att lim, ,3 P(z) =3-3.3 — 5. 334 ;\
~15 = P(3). i
Om P(x) 4r ett godtyckligt polynom (P(az) = ApT" + an_12" 1+ 4+ ag) fil
jer pa samma sitt som i exempel 2.26 att limg_,,, P(z) = P (x).

Pl . .
Om R(z) = ag—x% ar en rationell funktion (dvs. P(z) och Q(z) 4r polynom) s g

detta och riaknelag IV att

P(z)  P(z)
z—z0 Q(x) - Q(.’Eg) om Q(zg) # 0.

Exempelvis 4r

hm6$4—111‘3+7$—1:6-24—11-23+7-2—1:

Om f(z) - 0dd 2 — g och g(x) — 0da z — xq kan vi inte tillampa rakne-

reglerna direkt for undersika existens av grinsvirdet lim, .o b (3?;, Grzinsv'eirdet
, % g(x
kan dock trots detta existera, vilket exempel 2.18 , exempel 2.1 9g((>ch exempel 21

. detta Sla a
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23

( rr’ansvdrd(' ay

odl 2.27 Undersok om lim,, L_:’{J 2
pxem 2x2 — 1 CXisterg,

ing: Vi ser att 322 — bz 4 9

= 0 och 9.
sl ; e 2 OCN 22
losnll e - o ¢ l(' | 1 ph K S Es ‘ L
I Cdl«m, att vi inte kan tillan pa ldk,ll(,]dg;u‘]m dif(ﬁkl I - () dj L1
mess ' "L Deug
T\ﬂ“i]] G ,.‘2 - Rm ) ‘
3% — br + 2 (3x — 2) (& — |
e —— = N \ ol ~ ¢
222 —x — 1 T“T’““n«ﬁl L 9T —9
* T (g ) = o2
~ ' L -
. # 1, och eftersom H
om & 7
3r —2

2z + 1 \)gdﬁxﬂl
olier att det sokta gransva@et ar 1/3. (Observery att divigjop
cirorsakar DAgra problem eftersom z; aldrig behgyey anta Vé‘fdet "in c??ed T~ 1 inte
»Ua r —,

1)
pxempel 2.28 Visa att cos r — cog Todixr — .

Losning: Enligt en trigonometrisk formel (Sat 1.9 (formel 19) sid. 68) 4
. I
cosa —conzo = ~2uin 200 (2
5
Detta, olikheten [sin ¢| < [t| samt att |sin t] <1 ger att

0< |cosw~cos:c0| <2.1. )

—_—

2 = ‘:B - 330] .
Denna uppskattning samt instdngningssatsen £er nu pastiendet,

Analogt visar man att sinz — sin 2o dd z — xy. Detta och rakneregel I1I ger sedan
att

sin & sin g . ™
tan = — =tanzoddz — g 29 # = + nm,n heltal.
COS T COS T 2
1l —cosz

Exempel 2.29 Berikna lim,,_.q 2

v . . . 5 " 3 m 0‘ kan
Losning: Eftersom bade tdljaren och ndmnaren har grgnsvardet 0,f§?s?u;;)fcket
Viinte tillimpa riknereglerna for grinsvirden direkt. Vi omformar [0

l—cosz 1 —cos?z  sinz sinz 1

z2 " z2(l+cosz) & @ 14087

: 28 ger nu att det
Raknereglerna for grinsvarden samt exempel 2.20 och exempel 2.28 &
S0kta gransvirdet #r

o=

L 1.1 =
1'1'1+c650—‘ 1+1
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woh kontinuitet

‘ o e cuiirden och kontinitl
Kapitel 2. Gransvirde

Exempel 2.30 v ‘)
W 2r €Os“ ¥ — 8Sin”
oy ooty § im ———F o = (ke
hu% e I ) 7 & COST COS 3 Sinxrsin & ONjig,
r—3 COS|T T 7} 4 gatpe,
o
ina - | SCly
cosx b sma - . L )
3 2 S
im ——— = V2 vz
r— ‘:',f -7= N L_‘ 2
» /2 V2
L I
—— . oa— -} L N
(ty cos 3 -~ sin 1 /2

2.4 Kontinuitet

1 detia avsnitt ska vi studera begreppet kontinuitet som #r et Mmycke
i matematiken. T vanligt sprakbruk anviinds ordet kontinuitet j by Zt Viktigy begg

hiingande utveckling” eller ” utan avbrott ”. Den matematiskg bZt Clsen » mm@rpp
ir likartad. Vi borjar med att diskutera vad som menas meg att é‘/dglse & orzn‘
kontinuerlig i en punkt zg. Det vi ska gora 4r att i matematiska (o n f"nktion f?l
funktionskurvan 4r sammanhéngande. Tmer Utiryey, aa;

. d ingande for £ = 2, m3 ‘
ger ndra f(zn) for »vi ) . o Mmaste betyda att f(z) lig-
beskrivnir{ 0) f6r 2-viirden niira Zo. Foljande definition utgdr den matematiska

‘ figen av denna egenskap hos en funktion f.

Deﬁﬂiﬁﬂn 2 4 L2 s
= Funkiionen / sigs vara kontinuerlig i punkien o om

lim f(z) = f(a).

UDSErvera att for gyt en funktio

AV va n S 1 . . o o p‘ l
vara uppfylida, nimligen, ska vara kontinuerlig i en punki x s ska tre Vil

1) Funktionen ska vara definierad fg; T =
2) Funktionep ska ha ett gransvirde d3 o
3 . Y3 ve 7 |

) Detta gransvérde ska vary lika med
108 '
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2.4 Kontinuitet [

m ndgot el_ler nagra av dessa villkor inte ir uppfylida s siigs funktionen ifr3
vara diSkO{m.’merllg ! punkien zo. Grovt uttryckt kan manL %éi agitti en f]'o fl‘(e“ i f b
rontinuerlig1 €np w.l.kt To omen “liten” frindring ay . cndlauflg mcedff';; ei;rt’]‘;iog”{'ir
dring 2 funktloni\{al'del.. Om en liten andring av 2 kan 1'n£;d‘f£ir'a att mnkl'i : ‘f"’ 3 i“l _t
sndras avsevart sa dr funktionen (:Iiskon[imuci“liﬁ; i punkten ( |d(m(l"nr med ggzzrﬁ;"

gren ovan).

Exempel 2.31 En funktion f definieras genom
() :{ l+ax—2? omz<?2

1l —azx omax > 2
Bestim a sa att f blir kontinuerlig i 2.

Losning: [ blir lfonti’nuerlig 12 om f(2) = lim,_,, f(z) (om gransvérdet exis-
terar). Villkoret for existens av grénsvirdet dr att lim, .o f(z) = limg 24 f (z).

g;l—i—>112]~ flm) == xl_iglﬁ(l +ar—22)=14+2a—4=2a—3
gcl—lgl+ fim} = xli%l+(1 —az)=1-2a

Vidare ir f(2) = 1—2a. Vimaste allisiha2a—3=1-2a <= a=1.0ma =1
<4 4r vinstergransvirdet = hogergransvirdet = funktionsvirdet = —1.

*U {Hx-xz ,X<2

1-x,X22

)

X

4

Men fér att belysa definitionen pé kontinuitet ska vi betrakta n%gra exerppel pd }Cunk-
tioner som ir diskontinuerliga i en viss punkt, dvs. fall dir villkoren i definitionen
inte &r uppfyllda.

pa kontinuitet foljer att om funktionen f inte dr
te heller kontinuerlig 1 Zg Diremot kan (som

f(z) = A existera, trots ail f inte dr
nom att helt enkelt

Exempel 2.32 Av definitionen pad
definierad i punkten o sd dr den In

vi tidigare har sett) grinsvérdet limg—ao J (& A
definierad i zo. Om s& dr fallet kan vi hdva diskontinuiteten ge

sitta f(x) = A. Ett konkret exempel pa ovanstdende utgor
sinz g,

fl@)=—"7
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g
[ IHH!U(.
. cpdirden och kon
oy Granst
k’amwi’ P

f inte i definierad déar. Mep eflere

.+ eftersom 0m
- gerlig! “ N

¢ s diskontinieree BIRY =1

P lim

a0

s genom atl gitta f(0) = 1. (Se g
elen B¢

iva diskmnmm

Lan vi D -
kar ry
Sﬂ\x,}(#c ‘yg Y
p T l ‘ |
" ) ¥, “
\, :
-V m
X

tionen /(@) = Lf?la z # 0 uppvisar en anpgp, oc

f;;g E;:p av diskontinuitet. Denna funktion har vanstergransvirdet 1 Och?. i |
grinsvirdet 1 dd & — 01Y 10gs |
x &
~=lomz >0, ‘;
P |
flz) = —T
— =—lomxz < 0.
®
Da dessa inte dr lika sd existerar inte gransvirdet av f di z — och disgon
iteten kan inte hdvas. (Hur vi dn definierar f(0) si hinger funkti()n;kurv 8 Ont‘mu.
— se figur.() an tnte iy
M 1%(
T
1 -—-—
—
X
— 7
En diskontinyiy
e ay denna typ (dye s s
Men inte &r lika) kq) las for gllt) S(p;/asrlg;1 dbide vinster- och hogergrinsvirdet exister
Exempel 2.34 Funts:
inte ar deﬁnieradur.l.kuonen f((L') = 61/3’: 35 det
dar, DlskontinUiteten k,a:f] 70, dr diskontinuerlig i 0 eftersom®

inte hiivas ty

‘31/“’\){ OOdﬁx~+0+
110 Odél'*)o*’




34 \ ?4 F”””??Il”ﬁf
4
/%
=€ __— s
J LT T\
? .
2.35 vi betraktar slutligen ett fall da varken vinster- eller hogergransvirdet

| & . :
premP® Lamligen funktionen

seteld
C\i-&[

s oscillerar fun

i
—sin—,r #0(€ 12.21).
f(z) =sm= r # 0 (exempel 2.21)

ktionsvirdena odndligt ménga ganger mellan —1 och 1

piz O_Si" god ryckligt nira noll finns punkter dar f antar virdet 1 och punkter
mera PrECST £ 079,
S;‘]rf antar vardet D
6 Volymen V av en Viss méngd av ett &mne vid eft visst yttre tryck ar
Exempel 2.3 mperaturen. Denna funktion &r diskontinuerlig for den tempeo;am{
en funktion av te pe ts fryspuflkt- Betrakta t.ex. 1 g vatten. Vid tezrn}?eraturen 4°C 2
sort mosva e a(r)%n cm3. Nér temperaturen avtar fran 4°C till 0° sa okar"vol_yme-n till
ar volymet 1.00 3 vid bOC da vattnet fryser till is s okar volymen plotsl_lgt tﬂll. :3
’ 3 2 ; finuerii
cirka .00%1 ;/Illilnskaf {emperaturen ytterligare sa minskas volymen (kontinueris
05 cm”- 3
1;:?19\&(1 _4°C #r den €a 1.0901 cm™.
0
! .
1.0905
b
?‘ 1.8990‘2 |
{,090 |
di; :
g T |
|
1.0003
S Jyon
1.000!
10000 -
0.9999 ~ s | 2 turen 3
o) 1 dVS- 9 fd['
a hos ¢ ast
Begreppet kontinuitet ar €h lokal egensk pcller inte beror engigi er.osci?x
' n : o viss plmkt % kon T at unkt !
tion f dr kontinuerlig 1 €M Y% % oy a orliga i
sig i nirheten av zo - E funktion *% k kont
funktlon i

diskontinuerlig i andra. Minga

definitionsméingd.




. : , 7
a kontinuerlig om dep Hr k‘)ﬂtinu W
g | ’

Hyiq, 3
|

itel 2. . ” )
N 2.4 En funktion sdgs v

D it dontr definierd

v
punkt, ddr

| foljer att om en funktion Ak kontinuer] '8 1 ey inte
e T n i cicy o ey

‘ mt] sammanhéngande. En intuitiv (men Oprecis) defip. vy .,
va dd o

. g » s i n il
ion 4r déil'f('il': [4unkt10nell J ar k()ntmuerhg left - S lU()n o
1011 ¢

Av definitionet
dess funktionskur

. ool - r.9 Lr\/r .
R 3 — f(x) utan att lyfta pennan fran pappre, all o, o
A att rita kurvan y = JA&, |

[ foregdende avsnitt visade Vi att

Clci;:op(x) _ P(:Z?o)
T—x0 Q(x) Q(xo) ¢

dir P och @ & polynom och Q(zq) # 0 samt att ;ﬁ;

lim sinz = Sinan
T—To
lm cosz = cog Z0,
T—Zg
m tanz = 5y, om zq # T
i 0, 0 5 + nﬂ-,
zlixgo Otz = cotzy, om o # nr.
Detta innebiiy at¢
v
‘ v:g: f:tliynomfunktlon ar en kontinye g funktion
S o (Z;lell funktion r epy kontinuerhg funktion och 4
» 7% tan och cot gy kontmuerliga funktioner
Man kap '
' € visa gt varj :
Potensfunktion T & k . eXPOIlentlalﬁmkﬁ()n il

interval] o ar Kontinyery; Vv . ar kontinuerlig och att vare
foljer a1y :ar'z  Cxisteray g4 ar dvey o iller 2 OM £ & kontinuerlig pi o
I : Ontinuerl; ( itt 2.8). Av dett
on log . - . & (se avsnitt 2.8).
reglern. en g o = 4Ar Kontinyer); ar invers il
[eglema | - or gry ’__OC att arCusfunktione g.’. efters.() m d?n = mveékne.
“00ch kyoge - NSVirden g a gr kontmuerhga. Avr

r \
nuerligy *Ssutom 5y SUmman, differensen, prodi
nktloner dr kontinuer]ig

Exen,
e
funkt'p 2.37 Efierg, ;
0emg gz Sing. o Klioner, e
L, e

T OCh Q) %3 . . o pul! m[
g, e 0 Sing g kontinuerliga s foljer
M och sing ,

ev dr kontinuerliga.
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2.5  Griansws
rransviirden ay sqmpp
v samman

satta funktioner

ape! 23 1
fx° limz— (2 - ! ¥ . 9
a) 11112 l { )( ]
qeiele g
1 ] )< I
p) limaz—2 — 1 2-4 3,

) limz—in3 e

(n Iinl‘f.{&% tanxr — tan 7 4 = 1

e) limz—1 arctanr = arctanl = 7 /4.
f limg_27x/? =21 3_3
=1n23

7.38 har i utnytgjat att de inblandade funktionerna dr kontinuerliga, var

I exempel y 2
for gr’cinsva'rdet — funktionsvardet.

2.5 Gréinsvéirden av sammansatta funktioner

1 ’ . ° . g
cos - har viingen nytta av véra tidi-

om vi vill berikna limz—0 In S22 och lims oo
gare rikneregler for gransvirden. Med hjilp av Sats 2.3 nedan blir dock problemet
J4tt. Satsen ger namligen att
. sinx . SInT
hmm—“'—" = ]D(hmb ):]_nl_—:()och
z—0 x r—0 T
. 1 o1
lim cos— = €O Iim — —cos0=1,
T—00 X z—oo T

dvs. man far "flytta in limessymbolen™.

) Antag att g(z) — Yo
iz — Z0» dvs.

flog(x)) — f(yo) da

dér — %o och att f ar

zats.Z.S (Substitutionssatsen
ontinuerlig i yo. Da galler att

i f(oe) = (3,9
z—Io x 0
ar s s I den
géilt]sen giller ocksd (med naturligd sndringar) fOr hoger- och vinstergransvar
Fi diz — coellerdd z — —°
Or beviset av satsen hénvisar vi lasaret ¢ill avsnitt 2.10.
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rinuite!
. Cirtinsvirden ¢ h koh
Kﬂmrﬂf 2. ainf{l + 927) — In (Tx“ + 3; |
(21n (1 + %)

gxempel 2,39 Bestdm iz — 0o
; - arnid | att Omio d 7ol

- fiorst lc;gamrniawmé for att omforma uttrycy,

. i anvander 1O (1+ 24)2

1 isning!
I {7 2 4 3z + 1) = hi TE:Z”&“"&"L»
p % ov | § Tr s ‘ 4 i1 = ,'j.'u T T
9in(1 + 27) — Ll o
J 4z° + b 3 \
In { st 1) |
P 1 {
(T 3 11 } ‘
4 )}! |
Eftersom 4z? + 4z + 1 4
,_.,._-——-ﬂ—‘*‘ : ==
q(jjf (/Jwﬂ”l 7

eeevrionen Ar kontinuerlig foljer att det 54y,
i s o0 och logaritmfunktion® Ok g,

ir In(4/7)-

Exempel 2.40 Bestdm

Losning:

JiThe-1 _ WIEE e
I = it A ) Vithil

x

Sats 2.3 ger nu |

varfor

lim \/1+4w~1 im 4 9
2—0 x—*ox/ +4:c+1 T 1+1 “

Exempel 2.41 Bestim lim, o (Vdz? +z — 22) .

Lésning: Vi anvinder samma teknik som i exempel 2.40:

S o WEEE-w) (ETTE%) |z
\/4:r:2+:z:+23: “\/4x2+x—?z—

v 1 1

- g —~ —~dag —©
v Jiviiz Jarl+2 4
ty
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2.5

Gréingyg
ansviird
aen qy g
v sammansay, funk
atta funktione
er

e 4 sin 3a ,
lim __.._.m = lim j ' ;‘ﬂn?.:n 9 4
Anméirkning: Supftﬂitu‘llio‘}lfx‘salscn l‘i"m‘ngéil!,crr all (Iof. | fr:!
el I dcl.'lul C::Z&Emz rl(ébl;ytm funktionen ®in ﬂy "‘nf: f unktionen f 4r konj
e,.ﬂcrsom den MEC < niclatl ¢4l (vc.nnm att bclrakul.a fuﬁirj%nmm%f lig iy U
, sin y ~Honen
fly) =4 y » Omy#0,
1, emy=q,
g man dock en funktion f som uppfyller villkoren i satsen

v sats 2.3 giller dven for vissa kombinati
T mationer m :
ade. Exempelvis giller (under ldmpliga fﬁrutséitz?ir?;ienfhfga gransvir-
pa f och g)

f(?/)‘*Adﬁy—*oo
g(z) — oo dd @ — o = f(g(z)) » Adaz — .

L _1/z? o "
Ex_empel utgdr € /2* _ 0dax — 0,ddr f(y) =e Y ochg(z) =1/z%

vidare géller

f(y) — coddy = Yo
g(x)ayodéa:—axo — f(g(x)) = ccdaz — xo.

el pa detta fall utgor
1 ' . 1
oo di x — 1,dar fly) = 52—, g(z) =lnz.

_—
ats 2.3.

Ett exemp

In’ x
Forsok girna att sjalv formulera ytterligare varianter av S

unkten zo och funktionen f dr konti-

onen g ar kontinuerlig i p
ansatta funktionen f (g (z)) kontinu-

Sats 2.4 Om funkii
) sa dr den samm

nuerlig i punkten yo = g(zo
erlig i punkten xo, dvs.

lim f(g9(x)) = f(g(zo))-

T— L0
Speciellt giller alltsa att en funktion som dr sammansatt av tv4 kontinuerliga funk-

tioner r kontinuerlig.

Bevis: Vi ska visa att f(9(z)) — f(g(x0)) da z — To°

emellertid att f(g(z)) — f (limg—zo g(z)) diz — T0 oc

o s4 dr limy_a, 9(T) = g(xo) vilket £¢T satsen.

Excmpel 2,43 Funktionen h dir £(2) = sin(a® + 1)
erna f och g dar

sammansatt ay de kontinuerliga funktion
g(x) _ 42+ loch fly) =519 .
11

Enligt Sats 2.3 s galler
hdégar kontinuerlig 1

ar kontinuerlig, ty den ir




komi;mitet

crden 0Ch
K Z - manget pa sid. 115
Ka‘!’i,‘lf«’i 2 med f@ﬁ()ﬂ(«md ] Y4 sid. S b .
vi Sat 4 m Mn%
nbinel al )
om W
sats.
tér ﬁ-ll?k(fl?f? dr kontinuerlig i sin naty rig,
Jementér Ji” |

Sats 2.5 Varje €
(S o = o s b '..!. A . l " |
¢ on funktion sdgs vara clementi U”?,dd:‘ kan h]!dama
1 afl c!"l;k (ion, division och sammansittning ,,, Fatioy, o,

iplika s , —— . el o e
mm?pkﬁt‘)“en arcus-, potens-, exponential- och |,
fun

yj erinrar ol

quhtmktinn,'
% etriska

; unp,.
garity, ;ﬂm

¢ Gransvirden av monotona talf6ljder
2.

o ... vara en vdxande talfolid, dvs. a,, < Ont1m <
Lat a1, az’t-t“ffmjf:i’én 4r uppét begransad, dvs. att det finns ett tg) :
dessutomaD i d4 intuitivt "sjalvklart” att elementen i fojde, Miste gy
for alla n. De . t lim a,, existerar, Marmg g, |
s oot fixt tal A d& n vixer, dvs. att LMy — oo dn, " 1
nago

é‘ 8, a4y 4, 3 %

Om foliden av a1, g, ..., Gn, ..., 4 vdxande, men inte uppét begr
uppenbarligen ay, att vdxa §ver alla granser da n vixer, dvs. a,, —

L2y

éﬂSﬁd, komma{ ‘
Foljande sats som dven behandlar avtagande talfoljder #r dirfor naturlig, t
Sats 2.6 Lit 61,09, ..., ay, ..., vara en vixande och uppat begrinsad talfiljd. Di \
existerar lim,, _, o, a,,. Analogt sé galler att om talfljden aq, aq, ..., a,, ..., irave |
gande och nedét begréinsad s existerar limy, <on @

Beviset av Satg 2.6 kriiver kiinne

ftgsom detta inte inggr j denn
valja Sats 2.6 som ett

dom om axiomet om &vre griins for de recll lal;nf |

o . . * ¢ (K8 |
a kurs maste vi uteldimna beviset. Man kan o |
grundldggande axiom for de reella talen. :

Sats 2.6 giller ockss fi , o vivande @ |
sd for » g _— véixande U §
ré&ande) och upp vanliga funktioner”. Om funktionen f 4r s |

t(nedat o ] o % 0 xlSIefm
Moo f(z). ) begriinsad nigot intervall x > csae

e
1 g an ¥ |
N R R L. Undersok om limp—co "




. Ty(ﬂigﬁ;ﬂ giller att a,, < "
lﬁsﬂl“ L ot = Qny1 for alla . Notop,, "
’er’ﬂ'c iﬂSC/b <ALt ) alld n, (hf& ,‘;H" ) 4(@0‘(]{,’
‘1’-[ e I l —]L l ’ l <) ”!“!Ql] 8!’
1 " ] ":*""z;" B i | K’!“‘va;n -
" 4 ! 1-2 2.3 3.4 F o4 (1 el
1 I 1 L) n
i+ (1-5)+ (33 )+ (A0
- * @, 3 4) e ( | |
st an < 2T alta n, dvs. talfsljden 4r \n=1 "5 ) =2~
AL “ . ; oo IR AT dven yppg ~ )
foljer da att Jimy—co AncXIsterar. Att bestimma prs M UpPit begring il !
bl “t1( ica at bR B S T DT, ~E ATISAC Ay, ©
| kan cn:lcllc!.hd visa att lim,,_,_ a, — 72 ‘qgl" ANSVirdet dr dock in Av Sats 7 ¢
Mt ot =726 1 g oK e Tika enlely
'Ka enkelt,

5 Antag att a o He ni )
Ewnpd Zlqélda m;c’igelvﬁrdef h b &r ndrmeviirden (i ett tal
att b1 e av q ‘ Q. ' . [a .
att o o i B och b far man ett 'aochatt g « o - 4

(mevirde dn atminstone det simre ay L nytt nérmevirde £ o, ).
nérmevirdena o SOm 4r
d ar

éé’i pittre N
1 o .
a e -
T b

ka utnyttja denna idé for att berdkna

;?t Sa i et nirmevarde til V2. Om a >\<%m;d§o§i ;kaﬁg noggrannhet. Antag

s ir 2/a > V2. Medelvirdet av a och 2/q, dvs, (ot Y2 ochoma < V2

och forioP pni‘ngsx'/is bittre nirmevirde till v/2. Tar VQi t.ex ;)-ger O i o1 myts

e approxifmationet och a = a; = 2 som den andra.app;)xcibgnl; 1 som den
=3+ 1) = 1.5 som tredje approximationen och denna &r tyad ifgiinb?m?

a = 2 .
Med hjdlp av a2 kan vi sedan bilda en ny approximation
i 2 17
as = = 154+ —)=—=
3 2( =)= 1.41666....

Vi kan upprepa fsrfarandet ett godtyckligt antal génger, och vi fir pa s satt foljande
rekursivt definierade talfoljd

De § forsta approximationerna ar
n Qn

QU s W N =

A.H
N
[y
D
D
o
(=)
D
o
D

de diskussion utgor

Ovanstden
ta observerar vi

For att visa det
>0

ar 1.4142135624....

/T, din — oo For ot
for alla n ar an

Decimalutvecklingen av V2

dock inget bevis for att an —

forst att talfljden ovan dr neddt begr dnsad, ¥y 117



. (i"-ﬁn,yl'u:w" " y q“ !{)l“”]u\,lw o ouendtll o e J‘“. . e it H’V!,ag%ln
apitel 2- o anledning Aty en talfolid som s e
Kap ser 05§ Vidar® anl ,,, existerar, 1y en t r:! S0m 3y vy

, er 08 . )00 T T e o < A, i alla : A
Tabellen O\ian aeila vet vi att lmh{ ri gka visa att ap41 = On 107 allg P“-‘illivﬁ'i"k
vi lyckas visa konvergem ey

_,;" L‘ T‘ :a.’r - ) B
och nedét beg! ansac = " N gatlet

: — (n41 =
o Avs. atl @n ua ; J
n, dvs. ¢ 2 e _[ - ! 2
L 2) = — = a2y,
Ty = | 0n T A 2 fn Un
e iy, 3 LAY
ay — n+l " 2 \/:?:
 (a, +V2) ("fﬂ ) '
= “"'(a"n
2an,

il tt visa att a,, > /2 g
for alla n giller det YADEER 2 = 1 1y o Ma pogy
Efiersom dn > 1) % ned induktion. pastiendet dr san 0; n=l1tya =9, A |
or vi med 1nd _ s. at |
heltal n.ﬂ%etté; g‘“g Vi ska da visa att aven dp-+1 > V2, dvs. atta,,, V3 > 4
Antag att @p = V= T

Men
) d2+2"‘2\/§ap (ap=\/§)2
\/éﬂl a+-—)"\/2—:’—— 9 - 50 >0
Qp41 — =2\ " q, Gy a, 20,

Vi vet nu att lim,,_. » @n existerar. Om vi kallar gransvérdet for A sj giller

: n 1 A
A= lim apy; = hm (-L—z—-+~—-—):—_§+ 1

700 N—00 2 an A '

(En smula eftertanke visar nédmligen att lim,, 0t 41 = lim,, o a, = A ) Ekva-
tionen n .

441
3

7

ger slutligen att 4 — 1
V2eller 4 = /3 Men ag an, > 0 for alla n foljer att A=

2ur har vi vi . ‘

har ritat kurvan 5 — f(z) J Ilsat hug man Kkan illustrera konvergensen grafisktVi i

ST viatteg, ., — = 3@+ <) och linjen 4y — : o §
n+l = f(a,) z JCN y = x. Av rekursionsforme

: 2:13‘ fds di az som y-koordinaten for den

. < Por att sedan 8 g+ ska vi bestimma d?

o Nguren. Fir ay pegy; ar as. Hur d g S ir
Stdmm, enna punkt konstrueras frame

Terar dven att S F as, ... :
gransvirdet g s jden ,ay,..q, \'PPrepas konstruktionen. Figuren illus"
varar mot Skﬁmingspu;i( t ar avtagande och nedat begr'ansad och al

e

n
Mellan kurvan och linjeny = .




> -
2.0 Grréinsviipd,

N ay ”)"'NUH

- 37 Z
/ Y= ?(‘f"%)

My ,!f,lfﬁ)f}rﬂﬁ?’

1.371

j ‘
0

3
V2
Anmﬁrk“i“g: Exempel 2.45milh'lstera'r en iterativ process. (Varje berikning av
gpet B — f(ay,) kallas fOr iteration.) lIterativa metoder anvinds ofta for att

bestar e i Sammanhan’ speciellt om man har tillgéng till en
date” Tekniken & af B8 S0 B e f OrSt.a approximation och sedan med hjélp
av denna berdknar man andra approximation, av den andra beriknas sedan en
tredje approximatfon osv. Processen generergr en talfoljd som forhoppningsvis kon-
yergerar mot 16sningen av pr?blemet. I avsnitt 4.9 som behandlar numerisk 16sning
o ekvationer kommer Vi att aterkomma till denna idé.

gammalt a,,,= f(an) |, nytt

nirmevarde ndrmevarde

4

Exempel 2.46 Antag att ett kapital kg forréntas efter p % éarlig ranta. Om réntan
H{ggs till kapitalet i slutet av varje &r s& vixer kapitalet pa ¢ ar till ko(1 + a)°,
dir o = p/100. Liggs rintan till kapitalet halvérsvis s& vixer kapitalet pa ¢ ar till
gg(hla]‘; 0%) 2 vilket f§§ genom att 1 stéil!et réikna. med £% r"e'inta unfier vart och ett av
) ar. Delar man in aret i m lika ldnga perioder och ligger rintan till kapltale.tt
'slutet av varje sgdan period s4 inses pd samma siitt att kapitalet efter ¢ & har vuxit

Wlko(1+ 2)ymt v giiveer

m

a 1 m
— =—,dvs. = —.
m @® o
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e
yoch A'rml.mmt

Kapite! &

« aol
l ' /ﬂ l‘, ’ j \ -
Y4 blir o , - “ [ “jl (‘l' h~
Di ”Y,/ 7 lis‘;i\/"l) (I i ;l,) z—00 \ o

(;rdns virde?

w

|

M
N

. /| | .' existerar,
i R
a y OO0

sviirde | exempel 2.48 mep
alen, dvs. vi undergg

sning ot
under forutsitining

hﬁ]r;ﬂ, ]
kep g T s
e 4

:
)
Li ]

detla gl”ﬁ'

sen av Gt Yok
e de posiitva helt

- aenke C\i,\’!L‘
vi undersoket " genom
1)" existerar

| “ T 1 i
lim 14+ — | existerar.
m 111y — 00 n

1 + 1)n. Eftersom 1+ + > 1forallan och gn .
Jet nira till hands att tro att ( =i 1" o d Nl
tt berikna nagra tal i borjan av talfljden, % |

forst fallet da.

himy

Exempel 2.47 Undersok 0

Lésning: Satt an
n—oooma > 1 ligger
Vi testar denna hypotes genom a

1 2
. _(14L) =295
a1:(1+'1— :27a2—‘ 9 W0,

ag ~ 2.37, as ~ 2.448, ap ~ 2.593,
agy ~ 2.698, agse ~ 2.712, aip24 ~ 2.717.

Vart intuitiva resonemang ser ut att vara felaktigt, och 1 stéllet &r det formodligen
s4 att foljden 4r vixande och uppét begrinsad och dérfor konvergent enligt Sats 26,
For att visa detta utvecklar vi (1 + )™ med hjélp av binomialsatsen (Sats 14,sid

38). Enligt binomialsatsen galler

:(1+x)"=1+n:c+n(n2t—1)x2+n(n_g)'(n_:z)a:‘g-l-...-}—
nn-Dn-2) . (n—k+1 - Dn-2-.1,
+ = )xk+ +n(n )(n—2) z

T n!
Sétter vi z = 1/n far vj

&n=l+n-~l—+ﬁ(~w,~l_+ nn-1)(n-2) 1
) :

n o1 — + ot
?’l(’fl _ 1) n—9). . ! 3! ?13
* ( )"" (n,“lﬁ‘ ) 1 71(?1—-1)(72"2)""'1-}"
k! o e T —
i i n n!
=141+ = 1
[ R C R B S
#oi- Ly 2 g - g R
k! ‘5‘)(1*-)-...‘(1.*5._11 1 1 2 _n///l)'
n - )+...+E(1—-;)(1—;)-.”-(1” n



2.6
mer frdn och med den tred
g tertit

) med , J€ 1 denng Utvecklin

All alla termer dr positiva och antalet lermer Vixer (]f§ Py,
fom & - y Ac AT Viixer o
o m %)n’ n=12,... Strangt Vaxande, A, Ut o
an |
att

11 |
R R TR

3t s+
— (enligt formeln fiy Sumg (é,,~ = T
o -IPig
1-amz» ne1 "
1+ 1=1/2. P =i5)

. ifsliden ar alltsd striingt Yﬁxande? och. UPpat begyiing
Tall¢ Jirfor imp eo(1 + )7, Grénsviirde
mar Ltct'dl som dyker upp i ménga olika sg
\ftkffg,oa logaritmen. Var undersknin
ngztglléfe ir ett irrationellt tal vars decs
at

an

nan ay e geom

I i

y Z
k talftiljq)

) ot .
< 3 o5y alla > 9

ad gy 3. F
t brukar betec

manhang. Bl.a, galler a4 p ar bas fiyy
g Visar agg 9 <e<3 SJdlva verket o4
malutyecky; Or] %,

1

x
Exempel 2.48 Visa att (1 . ;) Teddayz o

ellerlikamed z. Ddérn <z < n 41 oo

och n 1 \2 1\ 2 I\ @ -
4= < (1+ ) S(l+~> g(u—) s(u—)
n+l/ — n+1 T n -
eftersom funktionen a’ 4r vixande di g > 1. Men

n+1 =
1 ™ 1 1 1)
—_— ) +
(i) - ()™ (e
(1+E) _(1+n n

. ; . Eftersom n — oo d
dvs. bida de yttre leden i (2.3) har grinsvirdet e di n — co. Efte
L = oo foljer alltsi att

och

(1+}_) — edd x — oo.
T

b)Omz # —1 53 giller

. 1 \7° 1+-1-)y+1
(”5) :(wﬂ) NERS

121




A

y — o0 di w — —00 foljer si pagy; |
Va),

Kapirel 2. Grinsvdrden och kontinuttet

diry = —(¢+ 1). Eftersom

2 n-+3
Exempel 249 Beriikna limy —o0 (1 L2 n 1) :

y : _ ndtl DAaia — 9
Losning: Sitl = ST g PR 2t — 1 och
o W) n A

it 1 22 172
T+l t t + ;) '

. — oo foljer att det sOkta gransvardet r lika meg ,2
B,

Eftersomt — dar

och exempel 2.48 foljer att ett kapitg] f, ’
0 Vi m(;.

exempel 2.46
efter t &r vuxit till

Exempel 2.50 Av
(rintan p %)

mentan kapitalisering
ko - ep‘l;/loO.

mpel, 14t 0ss betrakta 100 kr som forréntas med 9 ¢

apitalisering har kapitalet vuxit till 100-1,09% o

talisering har kapitalet vuxit till 100 e 246.96.}:

bt satt att bli rik pa! '

For att ta ett specifikt exe
under 10 4r. Vid helérsvis
kr och vid momentan kapi
Tydligen ér detta inget snab

2.7 Standardgrinsvirden

sknereglerna pi cl
sig3e ph sundat

2 aysnitt har't

Beriikningar av gréansvarden aterfors i allménhet med hjélp av 1
eller flera s.k. standardgrinsvdrden. S& dterfors L.ex. limz—0

grinsvardet lim, .o s—‘%ﬂ = 1 genom substitutionen y = 3.1 dett
samlat ett antal standardgransvérden som tidigare inte behandlats.

For att bestimma gransvérden av typen;

) z
N C))
T—00 g(x)
———
Jjaren reSPeknve..nan;: S
n )
dock att mant o ks

:);ytler man ut den term som vixer snabbast for stora xitd
| df | 'eé(',"xempe[ 2.12). For att kunna gora detta kravs
ksordningen hos olika funktioner for stora z och vi ska

ordningen hos logaritmfunktioner, potensfunktioner och exponent’
et ges i avsnit ™

stora z. Vi utgér dérvid fran ol ;
2.17, sid. 138§. rvid frén foljande hjalpsats. Bevis

Lemma 2.7 Inz < z for alla x > 0.
122




27 5§
Standardgrin svéirden

v =inx

ikheten Inz < T kan vi nu visa folj -
jande viktiga grinsvi
ransvarden:

4 hjdlp av 0l

Me Inx
lim — = 0,a>0
iy xa ’ )
k .OO > (2.4)
a,li;nc}o = = 0, a > 1, o godtycklig. (2.5)
im z%lmz = 0 o
i, , o> 0. (2.6)
kan skriva

Vi visar forst (2.4). Vi

Bevis:
Ing = = lnz®?.
(0%

Detta och lemmat ger uppskattningen

< Inz < 2 ma/2 2

- wCl o :L-Ot —‘—awa/27$_>_].

. . . o . o . ln ZU

Av nstingningssatsen far vi da att limz— oo — =0

Ina och substitutionen = = 10.Y-

mskrivningen a = €
nbarligen giller for « < 0.

gor vi forst 0
gransvirdet (2.5) uppe

Fir att visa (2.5)
0 eftersom

Vi kan anta att & >

Detta ger
@ (ny)* _ (Iny)” _(lny)“,(l_n_}_/)“
_ L =—Ta V2 ==
Y

ai' (e]na)lny - (elny)lna . y]na,
> (. Sedan tidigare Vet viattz —

Ina
> (), eftersom @ > 1 och a

Jir f = —
o, &
precis d4 y — oo. Alltsd giller
.oz” . Iny “ ot ) =
im — = lim |~ = (subsututlonssatsen
z—00 QT y—00 ?!ﬂ
: ].Ily a_, 1 24):00‘:—’30
_ Py | = (enligt 9
Innan vi visar (2.6) paminner viomattInz = —00 dfi..’t' — 0+ -“( t3-(s)ubStigtut;ioneﬂ
Grinsvirdet i (2.6) ir alltsa av typen” 0. 00" Foratl visa (2.6) 80F V“Ji A |
2= 1/y och observerar att & — 0F 4ir detsamma SO atty = >
-y o
lim z*InT= yliflgo "
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Grinsvérden och kontinutte! ‘Tﬁfq

Kapitel 2.
enligt (2.4)- - .
Apmérkning: Eftersom l‘n xr = @ L(‘l a *’ o0 mnc‘h‘zir Etiingy

L yesammare dr varje potens av & "“{d positiy prnnc,dmc i
i (2.5) sager i sin tur atl \:m]‘c sm:iun [_)nlmsfun,ku(')'n gar lf‘”gﬂam,“ 2
ligheten in varje expuncmnalt}mkpon mu.l bas;:g)xo storre 1. Exepy, Ty

att 1.01% gir snahbarc‘ mot odndligheten @n 7%, dvs. f5r a]1, l‘illrﬁ‘, il 4
giller att 1% < 1.01%. Ckligy ”U)rr"‘i’*
* q

lnx — oo lar

: (Ina)?
Exempel 2.51 Berikna limg—co ———\—/—Eﬂ

Losning: Vi har
(nz)® (Inz)® Inz\°
\/E - zl/2 x1/6

Substitutionssatsen och (2.4) ger dé

, (]n:r)s_ . lnz\?3

Exempel 2.52 Berikna lim, g+ 2%2(In z)5.

e 15 5_ (0. 5 -
Losning: z°*(Inz)® = (%% -Inz)” . Substitutionssatsen och (2.6) ger da

lim z%2%(ln2)8 = [ 13 0.04 ?
lim 9(lng) (wg%1+x ) e i

Anmirkning: P 4 i
g: Pa samma siitt som i exempel 2.51 respektive 2.52 kan man visaat

. (Inz)?
i ¢
x-—»r(r)l-l- ro = 0 (OJ > 0)’ (2.7)
di Jm e*flnel’® = 0 (a>0), .
r 5> 01 bada fallep 4 eit godtyckligt ta]
E y
Xempel 2.53 Bersikng lim, w
er +4g
abbar

Losning:

g: Den snabb :

= ) ast vix :

4 en logaritm). I namnagen i?de lermen i tiljaren iir 23 (en potens vixe! "
4Xer e* snabbast, Vi bryter ut 2 och och ¢

Pt nap g (14 L)

P
—_— .

€ 44 .
CE 1+4E)
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B 28 & Bl |
. t )(J ¢
8enskape, hos kopy;
Ontinyep;

.om parentes garmot1diz —, . .
en

» | “ arde 'C" att 3 . 1Ny ¢ .
gty estier av grdnsvalqbl (2.5) att 2 /e = 0 B - Vdrdena (2,7 och (¢
fO gvardet ar 0. C o, [rr()(h,hn_ “ ‘ 1(2.5
UK _ig[: n ger r
EF ny

Aaf€ H A
VId;et sokta 841
all

54 Undersok om lim,,_ ¢ 27 existerar.

2.
Exe‘“pel
. gftersom & > 0 kan vi skriva z» — (") < eotn,
1,65““:6‘011011 4r kontinuerlig, sa far vi att ~ T och d CXponen
IRTAILL o
(1&1”‘ zlnx _ Slims oy (zlnz)
X = hIIl € =& =\ igt i
im T z— 0+ ( nligt (26) sid. 123) = ¢ I
20+ B
X
mpel 555 Visa att limy.c0 Vn=1. (Standardgr ansvirde)
Exe |
ning vj anviander samma teknik som i exempel 2.54.
. 1/n RT Inn : i
' ol = Thm 7 = lim e — plimp_,  lnn
nl,gl(;lo \/ﬁ n—00 n— 00 " g R =g =1.
In(1 + )

pxempel .56 Visa att lim; o ——— 1. (Standardgriinsvarde.)

(+e) — 1.In(1+2) =In(l+2)s =In(1+1) dirt = 1/z. D4

o 'n :
?Tloi . smpektive 0— giller att t — oo resp. —oo. Eftersom In-funktionen ar

rontinuerlig foljer da av exempel 2.48 att
t t
M“— lim In 1+}- =1in{ lLim (1+1) =ke=1
zhi% X - t—+o0o it ek oo P

e* —1 _ 1 (Standardgransvirde.)

Exempel 2.57 Visa att limz—0

idare inses att
Losning: Sttt — e* — 1. Daddre® = 1+1 och z = In(1 +1)- Vidare 1nses a

t—0di z — 0 varfor 1
1
et —1 . t —lm——=7 1
3 e —— N n t 1
})_IE%) T t—0 ].Il(]. . 1 t) =il l—Ll{tl
cnligt exempel 2.57. 7 inebiir att for smé @

?mﬁrkmgt Resultaten i exempel 2.56 och ¢
bﬁ“er att ].n(l — :c) ~ z och att eT — 1=~ z, dvs.




Kapitel 2. Gréinsvérden och kontinuitet ‘a
kontinuerli .
2.8 Egenskaper hos ga f““kUOner

En av anledningarna till att RHEE studerar begreppet k(’minuilu ar g
funktioner uppvisar en del trevliga egenskaper som l'unktim,cr i él”d Kongy
" kall i detta avsnitt diskutera tre grundliggande satsey o by Tl
Vi : 3 lutet begrdnsat intervall, Bev; Ontingg,). by,
tioner definierade pé ett stutet begransat 1 all. Bevisen g, it Fligg
(tyviirr) uteldmna, eftersom deras bevis kriver en djupare Kunskgy e
lens egenskaper an vad vi har mdjlighet att formedla i denny bok ey,
dock satsernas innehall sédant att man utan vidare tror pj dergg riktigh Kligy, |
et

Vi borjade vir diskussion om kontinuerliga funktioner meq en bESkrivn-
nebar att funktionskurvan till en flinktmn ar sammanhéingande j .. - "8 oy,
funktionen dr kontinuerlig. Var forsta sats dr en kvantitatiy beSinann

forhallande.

Sats 2.8 (Satsen om mellanliggande véirden.) Om funktionen, fér ——
ett slutet begrinsat intervall [a, b] och yo ligger mellan f(a) och 10 Sdﬁnnsm;f[
ett tal ¢ € [a, b] sddant att f(c) = yo. i

S.Om figuren visar kan det finnas fler én et sidant tal c. Sats 2.8 sager doc m&ﬁfl‘
U.n & om hur manga c det finng sddana att f (c) = y, eller var { intervallet ({l'lom
visst Sﬁfiant c ligger. Sats 2.8 ir en s.k. existenssat;. Et specialfall dV\di;e:u
mellanliggande virden 3y speciellt viktigt och vi formulerar det som €t foly™

S . , sad 1
ats 2.9 (Foljdsats till Sats 2.8 ) Om f iir kontinuerlig i ett slutet begm”ia(l it

Vall [a, b] OCh f a
’ 0 ; i a
en losning ; intes'vzzllzl [flf Z]) e malsatiegtin s b o410
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Exempel 2.58 Visa att ekvationen e — 2.2

= 0 har mins
b inst en rot i interyaljet (1,2

LiiSl;“;gB I;]c‘l(l)]fc(lil)] kon;inueér]iga funktionen f(z)
g8 =e2 - 8w~ T) = € — 22, Efters
7.389 — 8 < 0 foljer phstiende, Eftersom £(1) =
- ) - endet av f5ljdsatsen
Sats 2. Om fmjktzonen I dr kontinuerlig p¢ n.
ir f begrinsad i detta intervall, dvs. det ﬁifnsett S/iutet ’
‘ s en konsta

allazila, b

egransat intervall (o, bl s4
nt Csd att | f(z)| < C for

Vr.

L T

s
N
o
"

Funktionen i figuren 4r begrdnsad pé intervallet [a, b] men inte pa intervallet (@', b] .

Eé)xempel 2.’59 Funktionen f(z) = 1/ dr kontinuerlig i det halvoppna intervallet
0,1] IR inte begrinsad i detta intervall, ty 1/z »ocodiz —0+. Diiremot dr
f begrinsad i intervallet [a, 1], ddr 0 < a <1.

0 #r visentligt att intervallet ar slutet. Det ar
Sats 2.10 inte behover giilla om intervallet ar
nuerlig i intervalleti fraga.

snsad utan att villkoren i satsen &r
onensinz, z € R.

Exempel 2.59 visar att det i Sats 2.1
ocksd litt att ge exempel som visar att
obegriinsat eller om funktionen inte dr konti

Observera dock att en funktion kan vara begr

uppfyllda. Ett enkelt exempel pa detta utgor funkti
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§ g Cald P
- 11 Om frespketion et 1o ‘ o ppirasta VAT
Sats 2.11 O i A och ol
. Livv]e /
3 § ~f A;,.pw‘_‘ WL
st har | ¢ fevl

i nte pvallet |a hl innehsr tle
p § EEAN le ]

et \."l\?“"z A ‘ S (A 3 |
gt IR , punkl Py, Foa Vi, bl
de M ochett! ' i det finy punkter Ty, T2 114, 5] ¢4 4,
Attt/ har ¢t spiirsta VA ”M! ; B . e Is a
’ \ ] FO1 D ‘
st W e i ) v (VAP Sl Er —
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S srdet antas For ¢ inst
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PRI | Vi - A ar Si'l ‘]] . e NS RIL {e Q o U
FIVT e nsia . ”””k“l‘n‘_ n ,]!’H& : «]n\ﬂi»iﬂd!-"mg av ([(Jrgddldﬂ. 9111] ';”';Ff,' A
. punkter 1 VHRS - . klaras utan < pel

av de punkit 11 kan lfl("‘f'\ Kiat

Vissa enkla fa

ﬁ:!: i)

Y Gl visat

Moo= 2 ~

o

S o
; me-— ! L i .
a X, Xo 1 >

Exempel 2.60 Undersok om funktionen f definierad genom f (:c) = 4
har ett minsta och storsta vérde i intervallet [—1, 3] och bestidm i sa fall dess

Lisning: Eftersom f r kontinuerlig och [—1, 3] 4r ett slutet begransat intervall he
3 .

?
1 ett minsta och storsta virde i intervallet [—1, 3] . For att bestamma dessa gorvia
kvadratkomplettering

f@)=a® — 4o +3=2" —do+ (-2 - (-2)2 +3 = (2 -9 -1

-
Eftersom (2 ~2)? > 0 s i f(2) > —1 med likhet for & = 2 som tilhor 0™
(~1,3]. Funktionens minsta virde i intervallet [—1,3] r darfor -1 Vidare!

oyl
" () < F(-1) = 81 intervallet [—1,3] . Funktionens storsta yiirde 1 101"
(~1,3] dr allts 8.
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2.8  Ege

(A ' § (7MY (
ls e ‘I PAY ’((” f (177 ,Jlﬁf/[ HHLU INery
Sy 2 \

|

I

| y= 2

) /\/X‘“”x%ﬁléxsa
1V
|

X

Lt
i
—
!
Q,

Funktionen f(Z) =
y f(x) = 1/ har ett storsta viirde p3 int
ervallet [2. 7o)
Mg NNy

Egemp‘? v
1/ remot har f inget minsta virde i detta intervall
rvall.

n’a’mligcn f (2)

61 visar att om nagot av villk .

prempel 2.61 visar 2L g Mkoren i Sats 211 infe 4

ons slutsats 10t galla. Dessutom visar exempel 2.61 ‘;::602:; ;?%fy‘llt s& behdver
: ndningen till Sats

sats

11 inte giller, 1Y f(x) = 1/ har ett storsta vérde i i
i intervallet |2, 00) som v
; arken

ﬁ slutet eller begransat
ammanhang ska Vi ocksa diskutera egenskaper hos inversa funktioner. A
. All-

[ detta
o funktion f @r definierad pa ett intervall och

fag att €
a) strangt monoton,
b) kontinuerlig.

Av E"_) fﬁlje.r att f hz}r en invers f1. Vart problem &r nu: Foljer av b) att f~'dr
kontmu?rhg? Vj erinrar oss att om €n funktion f har en invers f —1 ¢§ #r kurvan
y=fz) spegelbilden i linjeny =z av kurvan y = f(2)-

?y y:f(x)

b |

i ’ a . In-

[ r kontinuerlig i ett intervall sd &r kurvan Y = f(z) sammanhangand; o

f ’1(93) ar Sammanh'zingande, oftersom d¢
129

litivg 3
Lidr det da klart att kurvan Yy =




antinuitel
- B kontinttl
- an spdrden ¢
G ransye

o cd
- ]7”{3; v . N7 T y = b
" vany = f(@)1 linjen ¥ = x

';)'*‘ 1a has
av ki el betyqe, atg g
Ihilden a¥ | runk

e inuerhig. : X H”“ﬂ
tir kontintErs omane dr dock inget bevis, eftersom h‘cg"‘ﬂl’)n 5 Ny
Ovansthende “‘;f;[;: av l;tgmw som sammanhiingane kurye, M 8““%"
definierat ”F“' ”‘ﬂ'] (V:ﬁ-dmi kan man dock visa 6ljande Satg, “ hiiilr, i,
om nn;’!t:mligzgnmft Ve o bap,
X - dr strangt monoton och ko .
Sats 2.12 Om funktionen f dr strdngt n ch kontipy, rlig ; ine
. as inversen | ~1 kontinuerlig. /'er”’il!n,,
Av den hir satsen foljer kontinuiteten.hos 'logaﬁtmfunktionema av ko .
éxponemialﬁmktionerna och kontinuiteten hos arcusafunkﬁon erng a\tltmugmem
hos de trigonometriska funktionerna. Onﬁ“uitp‘:r;'
2.9 Sammanfattning av vissa definitioney och gy
L1 ee a

samt standardgrinsvirden Ser
29.1 Rikneregler for gransvirden
Om f(z) — A och g(z) - B, d » 00, s giller att

f@)+9(z) - A+ Base o,
f(x)g(:c) — AB diz — 0o,
'Z.'(*x_)_ hé A Q
g9(z) ~ B 932 = oo forutsatt gy B 0,
OmA = B oy £
: z) < h(z) < PR

diz — o (insténgningsgagsal)g(g oagot interval] ¢ > a s giller att h(z) =4
och z — —00. - Motsvarande giller for griansvirden di « - 1



{;ri‘il’lﬂ‘i""ﬁ"'d“:’“" av monotona talfiljder (funktioner

5 0.4
j.2
"'][&h‘” ay, s vibcande (avtagande ) och uppdr (nedéi g ) _ V
ITTRLE A e o ; ! | e grdangad
Ot o > Motsvarande giiller 16 “vanliga™ funktiones

y [imnin

et

2 ‘i’t~mrlzu~dgréinmfriin‘hm

1 0.
. 81
L .9, lim, g '
e r
i ! 5 J‘) . (,r," !
(1) — 1, 0. Y
lima—0 xr i
I a
w2 _ g o ) |
: L"_ﬂ =0 oma > 0’ hnl;r,u*cc R Oomd > (.
limz—0~ ' el '
Tﬂl 1 i 3
— =0oma =2 limg o4 #* [Inz|” =0 0oma > 0,

JiMa—00 g@
= () om ‘,_1\ <1

a €T
— = e% lim a’ g
limg—© ( * ) ’ =T oo ome - !
existerar ej oma < —1

a’n 1 T
1ilMlp—s00 -I;;’—’— = 07 hmn_,oo \/C—(, = ]_, a > D,

limp—o0 % =1

».10 Nagra bevis

desbegreppet med hjalp av intuitiva, men opre-

nitt 2.2-2.3 inforde vi gransvar
odtyckligt ndra”, "tillréckligt stort”, “tillrackligt ndra”. Viska

m fastligger innebdrden i dessa begrepp. Vi ger forsten

I avs .
cisa, begrepp SOM- 'g
nu ge exakta definitioner SO

definition av uttrycket
lim f(z) = Aeller f(z) - Adaz — 0o

T—r0O0

Definition 2.5 Vi sdger att funktionen f har grénsviirdet A d& x — oo om till varje

positivt tal ¢ finns ett tal w sadant att

|f(z) — Al < e for allaz > w. (9

Detta skrivs
lim f(x)= Aeller f(z) = A di x — 00.
T —+00
Hur litet man #n viljer det positiva talet € ska kunna hitta ett tal w sadant
att avvikelsen mellan f(«) och A &r mindre dn

man alltsa
c forallaxz > w.
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7 Grdns drden o isas 1 ned
s et el £ ) i » . tas 4 1SASs neds 3 2
Kap't cnoen av Jefinitionen VIS aNstaende fig
4riska jolkning A -+ £ ska man kunna hijy, .. Sur

Pen geometr=e mlan A Ay frimlan ettty My
F - vt fIIMIE 1 yeof 1 St 1le . 4}

sn viljer st = w HEEe %
man an o f(2) fist alla 2 'Em_{ 8
kurvan ¥y — /2 :

Man bor observera
a) Talet w beror i allminhet av € och ju mindre man viljer & i

allmanhet talet w tas for att (2.9) ska gilla. Mg

b) Man 4r inte intresserad av att bestamma det bésta méjliga, dvs. det gy
for vilket (2.9) géller for ett givet €. Det &r fullstéandigt tillrackligt om m[;Sti l,
T eky

hitta ndgot sédant tal w.

2
Exempel 2.62 Visa med hjilp av definitionen att lim,, _, o, 22" + zcosy 9
3x2 -1 = 3
Losning: Vi ska visa att till varje tal ¢ > O finns ett tal w sadant ag

222 + xcosxz 2

3x2 — 1 3
Lat darfor e > 0 vara givet. Vi har

<eforallax > w.

222 + x cosz 2\ B ]3zccos:c—\-2|

Triangelolikheten ger

3z cosz 4 2| <3|z -|

< jcosz|+2 <

Om z > 1 4r allts3 | e
lS:ccosa:—i—Q[ S3r+2<3z 492 = 5¢

dmnaren nedét, Fp CXempelvis ¢ > 1 4r
i3332 - 1' = 3;1;2

Vi uppskattar ny p

132 —1>322 - 42 _9,2




isd & )2
&0 ol o €y
- e 7 ¥
)LI") ' [\ ]
| 3| <3 ‘
“'al" > £ ] pros . B " Vr o
. [m;\f”” i/ < R34 2/6¢ har Vi ally %
o fit 5 2 “ 1 . ‘ Q)
il h5 19, sh giller A visag gy
-4 IS ¥ 1 = E
% O ‘)I.EL,, ’ o "y it ""'ﬂ Dk
COS T 9y Orsta g i
— s — i < . 11en
3?2 ;
| a (6r a1, 3
L 22y,
lim 27 1T Tcogy 0
= : e Ca
oo Jx2 1 =
7y’
5

: . av Hmg f(T) o s
jonen av e ——ocoJ &) — A dr ang
]C(I (Jc s

)] ‘”ﬂ‘ L _© e
I{Mh sverldamnas at lasaren. finitioner, av i
o . o ir'”‘/, . fFl
v ska nu £ en Scﬁmtlgn av vad som mengg med at o f(z
S INTE 1 l‘)br en av ella a P al T (A
fuitiva inneboraer aaratt f(z) ska ligga "3 f(’) — Adj o ., .
() — A| ar litet. Preciseringen av d g4 niira” A g3 , | » Zg. Den
att [J - Ctta gisr vi § definiti + NZLEr ndra 2, v
. Onen ned -
.son 2.6 Vi sdger at i an,
pefinition 2 6 il tfunktloonen f har grinsvird 0
varje @l ¢ > 0 finns ett tal 6 > 0 sadant att et Ada oy —, A
® il

1f(z) — Al <«
oralla @ -+ xo vars avstand till zo dr mindre 4n §. dyg for alla z siq
y Avs, z sddan
B s sl g aatt

(10)

Detta skrivs
lim f(z) = Aeller flx) > Adaz — o

T— X0

Anmérkning: Anledningen att man bortser fran vad som hi i

) . N ; ) anderizg i

har en funktion som {nte dr definierad i =, men att man trots dettz? éﬁ:ﬁiﬁ?ﬁa
lim,—zo f (z). (Jamfor t.ex med exempel 2.18 och 2.20). :

1

Exempel 2.63 Visa med hjdlp av definitionen att T ol T
2+2 3

Losning: Vi har att

i —l* - l39’3“:’32—2|_ICUQ_SQHLZ!—-
212 3| 3@2+2  32+2)
— (faktoruppdelning) = G 3—(;2) (j_;;)z)l = “”“Ql'.?;‘(%%'

Omje—2| < 1,shir|o—1 <2tylz—1] =|s—2+1 < 2 +1 <3
Eftersom dessutom 3(z2 + 2) > 6 for alla z sa galler alltsd

T 1 |z — 2|
_t <=
2+2 3 3
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ch lmminui et
n nao ) " .
2 (}'ffi”*wm!p |, LAt nu € vara elt g”dl;}’ckhgt :
(?! & & (:/ 1. it € ()Sl s
Kﬂpﬂ 0 I nt] ﬂ“ ‘1" . 2‘ hw ‘;ﬂ
, g sadali® 4 att oy
f(‘F aud an fa”{;]’ dd ) ] A
ohikl A?r#Z 3
‘;I:‘é Jr
M - [ /,j 1- Vi kan e "r', I
\ 2] < 3[ “Ch "I' Zy ‘ d“!}»d va“aé
0 y xr ) TV 8
. sadana att | M
- otg av it = o . £ eHos vara LIRS %10 Lo«
jinsta av i s n f SAgs Ve yOm
' atten funkttion 1 My

. - ‘l" o % » J“_'ﬂ‘ LN o =, L P ) A(
Vi pammncfm y Detta kan enligt definitionen ay 2ring.: r, )

h ar lika med [ (z0)- ! e
ar OCil ¢

as pd fpljande satt.

f
exister
uttryck

]
"f*,

funktion f dr kontinuerlig i en punkt 2o om man fg; Varie
7 En tun Je

L(",yg
tt tal & > 0 sadant att _

1 fle) — flzo)l <€

Definition 2.
tal ¢ kan hitta a

fr alla  sadana att |z — 2ol < 0.

ioa eransvirdet 0o, di
i ' har det oegentliga gransvar Az
ition 2.8 Funktionen f A oo,
gﬁzje ) finns ett tal w sadant att f (z) > A for allaz > w. Detta skriy

f(x) »> ooddz — eller wlingo flz) = no.

P4 motsvarande sitt definieras uttrycket f(z) — —oodaz — 0o samt oegey

t]igg
grinsvérden da z — —o0.

3

Exempel 2.64 Visa att — oo did z — oo.

72
Losning: For z > 1 giller att
3 N z3 _z
22 +1 " 22422 2
Om A @r ett godtyckligt (positivt) tal dr alltsa

@3 .
2 + 1 >)\om§ > A,dvs.om z > 2).

3

Sétter vi w = 2\ s ar B ] > A foralla z > w vilket visar pastiendet.
Definition 2.9 vj sig

5 er att funktionen f h . e s
dd = — x4, om till varje tal ) finns ett J bar det oegentliga grénsvirdet oo ( OO)

Tsadanaatt 0 < | — zo| < 6. tal § sadant att f(z) > A (f(z) < N for alla

Exempel 2.65 1
Vlsaattgi —ocodiz 0
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At A yara ett godtyckligt positivt tal. Ffieraom |/ 2 \ Om

R |
. n‘v *
1«-"5[‘" 1 /2 dvs.om 0 < |

L

l‘ l;'/ \/’/ A\ !"*"l'! att vy l:'_”j “j!!‘,—ﬁ ¥ [/

(Instangningssatsen for gransvirden da » — 00.) Antag att

s 2.13 . -
lf-;ats f(z) = limg—co g(:n)v = Aochartt f(z) < h(z) < g(x) for alla = storre
hlﬂ-’;’gg C‘;'ml wo. Dd galler att lim, o h(z) = A.

(n nes™r

¢ vara ett godtyckligt positivt tal. Vi ska visa att det finns ett tal w sadant
Al < ¢ for alla z > w. Eftersom bade f(x) och g(z) gar mot A da
1 wy och wy sé att

pevis: Lat

it |7t ) —
; l oo finns ta

A—e < f(z)<A+e forallaz > w;q,
A—e < g(x)<A+e forallaz > wy.

vara det storsta av talen wo, wy, wa. Eftersom f(z) < h(z) < g(z) foljer da
at A—e < f(@) = h(z) < g(z) < A+eforallaz > w, dvs. |h(z) — A| < ¢ for
allaz > W och vi ar klara.
For beviset av rikknereglerna for grinsvirden behover vi foljande hjslpsats som dven
har ett visst egenvirde. Den visar ndmligen att om lim,,_, ., f(z) existerar s maste
funktionen f vara begridnsad for stora positiva vérden pd x.

Latw

Lemma 2.14 Antag att f(x) — Ada x — oo. Dé finns ett tal w sddant att | f ()| <
|A] + 1 forallax > w.

Bevis: Till varje tal ¢ > O kan vi hitta ett tal w sidant att | f(z) — A| < ¢ for alla
x> w. Viljer vi ¢ = 1 sa ger detta och triangelolikheten att

[F@) =1(f(z) — A) + A| < [f(z) — A| + |A] <1+ 4]

for alla x > w och vi dr klara.

Sats 2.15 (Ritkneregler for gransviirden da r — oc.) Antag att lim,_, f(z) =

Aoch att lim, ., g(x) = B. Dd giiller




i€l
arden och ,»('/,nfslljn'.l!fy ”Aj{) - - (./,v’
,  Grant’ (1 fot vl 7
}i’ﬂ]-,;',’é‘*x’-s (p”‘:r‘?' L A B.
TR .di:/')(i”
]j h‘hi; » % ”]‘“/(lb — AD>

" Ql“-ri:l“?l” av HI. visar vj

qen Ar et SPECE o cal
aent L Kligl ,)uhlll\/, al,
- psom 1 €86 Jodtycklig!
Ffierso arg et OUL
g ‘1"“

1a hevis ! " gadant att
101 finns €141
it det it

Endag; I ‘
Al

Bev is:

vi later i al al w

Vi ska visa @ : )| < e foralla z |
1. Viska vis (/") B (/1 s B), g LT >y,
)+ 96
jikheten gller att

Enhligt iriangelo

f(2) +9(8) (a+ B = (U@ =8+ ) - gy

< |f(@) = Al+lg(z) - By,

A och limg oo g(z) = B sé finns det ty) .

Eftersom 1iMg—o0 f(z) =

sadana att )
If(x) — Al < g/2 forallax > wq,

g(z) - Bl < €/2 forallaz > w,,
Om w ir det storsta av talen w1 och wo sa ar alltsa
f(z) +g(z) — (A+ B)| < e/2+w/2=cforallaz > w, vilket —

[II. Vi skall visa att det finns ett tal w sédant att |f(z)g(x) — 4 B <.

z > w. Omskrivningen f(z)g(z) — AB = (f(x) — A) - g(x) + A(g(a) for 4,
triangelolikheten ger =By

@)o(e) - AB < |f(@) — Al lo(®)| + |4l lg(a) - B, |

Enligt Lemma 2.14 finns ett tal wy sadant att )
Vidare finns det tal w; och w, sidana att g(z)| < |B |+ 1 forallag s " /
|f(z) - 4] € )

2(1B] 1) oratlaz > wy,

- € ¢
l9(z) - B < 517 forallaz > o ’f"‘
. |4] 2.

(Vi antar att 4 #0.)

F@)g(z) - AB| < UBl+1)e 4.
for allg 5 < <m+l2ll7f:8

W, vilket Vis
136 arlm.




Y 16

a cacker attvisa 1/g(2) = 1/Bddx . | :
» LY (e

o o i
ar OCh rik ness .
t. Vihe ' rikneregel 11 ger 44

v de
hiﬁmu

I | 12
s 3 ] B o(x)
g(v) B B8] g0

(@)~ B#0 di @ — oo finns et tal w,

Am g7 ah
rg\ﬂﬂ } ) “l:l!“ atl

I!I(%Tfj - l: I“l /2 for alla » -~ ,

oer d4 triangelolikheten

[:ﬂ C
()

> Wi e

O]ﬂ X
B —g(x) +9(x)| < |B— X & 1221 3o
§( Q’( )V 5 lG’( l 7“:“-31/2 | {Zﬁ(f,j:
dvs:
B
lg(z)| > L——l omz > wy.
. 1 wy sddant att | B —
7 kan vidare hitta ett tal wq 9(z)| < ¢|B
i"l.m, det storsta av talen wg och wq &r alltsa | B /2 foralla 2 > a7y £
. e|B* 2
g(z) B 2 |B‘2 il
frallaz > W och vi 4r klara.
Riknereglerna I-IV giller ocksé for gransvirdena di z — x¢. Eftersom bevisen dr

analoga med bevisen ovan uteldmnar vi dem.

Sats 2.16 ( Qubstitutionssatsen) Om g(x) — yo dd x — o0 och om f dr konti-

nuerlig i yo Sa gdller

lim f(g(x)) = f(yo) = f(lim g(z)).

r— 00

Denna sats géller ocksd med naturliga dndringar for grinsvirden dd x — xq.

Bevis: L4t ¢ > 0 vara givet. Det finns da enligt definitionen pa kontinuitet elt tal

6 > (0 sadant att
|f(y) — flwo)| < ¢ (1)

fér alla y sddana att |y — yo| < 6. Till detta & finns da ett tal w sddant att
(12)

g(x) — yo| <6

for alla z > w. Séttnu y = g(z) i (2.11). Av (2.12) foljer da att

£ (g(z)) — flwo)l <¢

f(i{ alla z sidana att z > w. Detta bevisar satsen. Beviset
sfansvirden da @ — ¢ dr analogt.
137

av motsvarande sats for




E - %, + ‘;' ’ f 1(7{

. irdena
 visade de Viklig '

a gransy

Nﬁr ‘! 1[) .’I’ - () ﬂj ,_‘ ()‘
limy—oo o ’
Y
£ »
. L — = “7 a > l’
limg—oo oz

I 1 - ‘)F ‘ - ( ] (]’ - (’,
‘ _l,lrr_ > a II] -‘ s }
'y 4 " i) 1 "4 ] \1 3‘ lt] . r‘ l’ = \/ e IS r l " ‘

Lemma 2.17 Inx < z for alla® = g
' srst att olikheten dr sann om U = b Wdadr]y, |
Bevis: Vi observhy fma: > 1. Villjzo > 1 godtyckligt och ett positjy he?u 0.y, |

2 arfO st . . v al .
iraktar darfor enda : t v A s
:ft gno—1 < g < 2™, Eftersom logaritmfunktionen ar strangt viixandg Sha Y

2t < Inzo < In2™.

Vidare dr 1In 2"
visa att n < 2"7

—nln2<nty0<n2< Ine = 1) och med induktiop o
1 for alla positiva heltal 7. Alltsa ar Mg

Inzg <In2™ <ngp < ot < amp,

dvs. zo > In xg. Eftersom o dr ett godtyckligt tal dr dé hjilpsatsen bevisaq,

2.11 Ovningar

2.11.1 Gréansviarde av funktion

: 7—+O.

e [+] . . x,. - . -
aztBestam ndagot (inte nddvandigtvis det minsta) tal w (omega) for vilket det giller
att

2.1 Dz — oo s8 giller att 5

0<

1
%z +7 = 1000

b) Bestam det minsta positiva tal o f6r vilket olikheten i a) giller.

for alla = > w.

¢) Lét £ (epsilon) vara ett i i
. givet positivt tal. Vj ; — -
man hitta ett tal w sidant att ( < —3_ % 3t R e gl e 450
2z

2y . 7 < 8 fﬁr al].a m w
+ > *

b'li godtyckgigt liten fér alla tillriic

T—00 2w+7‘ = O'
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2.17

‘ot exempel 2.5 galler att lim, oo (Va2 F B2 Ovningqy
'( h * [ =~ Dr

22 inl C{ att avvikelsen mellan /22 + B2
e Aa11l € 4 i 1 %
\dre dn € for alla @ > w, dir ¢

o 5
e ”""’““f'k

T och 3
ol ) / 5
Ve | g

i

NAgot 141

Al
! 4

31 4r

9 (h'"\. ]
['I) ]ﬂi]
p) mit

ar ety godtyc
; : l, o

k i ¥ : " o
gt litet giyey POSItivE tal, (1 aq
’ A%, L1.€c

ni - (
,\;//’IWZ A'* (:i = L == Q“) — 4**':‘:);—:—:??:}1‘ —— - (J 1
e+ 6x + 3 bp = g l0rz )
? 4
(Se exempel 2.5)
, 4 Gissa utan att gora nagra beriikningar vag lim, , (T\/.;‘;TT 5
73 A/ . - — 3 VR L= 2% bilir
2 " av f(x) = zv/x — x2 f4 ) oiir.
) Berikna .varfiet ; 0{ () VaZ£1 - 32 g5 T = 10,100 och 190 Stider
cesultaten din gISSMINg’ : R
») Anvind samma teknik som i exempel 2.5 for a¢ bestimma Jim, f(z)
C) TZ—oco ST ).

, 4 Funktionen [ dr sddan att for alla 2 > 1012 gijler oy

|f(2) - 13| < 1015 Giiller
B att limgz—o0 f(x) == 137

T arctan ¢
z2 4 1

25 Visa med hjdlp av instingningssatsen att lim,_,
) , z3 +sin’ z
26 D&z — oo giller uppenbarligen att T

3 B, =)
TASNTL 06 forallaz > w.
20 + e~ =

— OQ.

Bestam ndgot tal w sédant att
2.7 Har zsin z ett oegentligt grinsvérde dd £ — oo ? Motivera ditt svar!

2.8 Beriikna med hjélp av rdkneregler "~

B — 1% = z3 B+ )
T — : - :
a)limg_, o0 (5 n 7$) ) b) limy—co (a;Z —z+1 22+x+1

2 5
2/ 22 Yz + 2\ x2sin 3z + 3z |

— d) lim;c——)oo - 2;-5
3/z+2 37z+1 i e

. x2
e)lim,_,_ (1 == x) .

. . o det
29 a) For vilka positiva heltal n och m existerar grinsvat

a,z" + an, lwn_1+...+a1$+a’0 (an#o,bm#o)?
. n —
L s E T

¢) lim,_,

b) Vad blir gransvirdet i dessa fall? 139



nuitel

. n mellan liniern.
( for skarningspunkten mellan linjern,
a0 c‘ﬁge :
Am g[‘aﬂ.
Bestal

(3 o B A 5 .’)J,
1och (2 c) + 5cy = Ldg .

210 3+ oY = > ox,
— 1*1‘(,‘,7]6!'_
o o hiilp av piknercg ;
2,41 Beriknd RN L AL
T /3 2
a) iy X n -+ 1 ; 1
(1 i _1_) (1 -~ %) (1 o Z) (l o fn)’
i —00 -2
lime-es Yy +§1—]
2 1 )
o) limp—o0 ll +i+ s+t am
3 4 4n+3

. . 2 %
d) limn—ce 7", 92n+1 4 m - SIDN

3 m hojd. Efter varje studs stiger bollen ) 1/3ay

» Enboll stipps frén -- ; bregy,
212 En ka tillryggaldgger bollen innan den stanpg9 Smf(’fﬂgaenf |

hojd. Hur lang strdc

2.13 Anvind instingningssatsen for att visa att
1 1 .

a)(n+1\/i+n+\/§+-..+n+ﬁ> _>1da’n,—->oo’
b);”%—+0dz‘in—+oo(n!=1-2.m.n).

+

1 1
.372.3.4 n(n+1)(n+2)>'

Ledning: Visa att

[\

1

1 _(1_ 1 n 1 1 1
kk+1)(k+2)  \k k+1 k+2_k+1)'§'

215 Anvi G . . g
ber;ki?f standardgrénsvirdena lim,,_, o, ¥n = 1 och lim,, .o, ¥/a = 1firu

a) hlnn_)oo (@)_2 ’ b) hmn‘)w 1"‘/4’]’2,3 +n n/lo
AT . 2+3n ’

(Anvind instangningssatsen ic)och d).)

#)" —o. Bestdm négot tal N s att 0 < (%)n <

P a a T "
Bestim ndgot ta] v héeltal WRCES" Vidare s4 giiller att /3 — 1447 B
2 Sadant at( () €/§‘1<10‘4f6rallan>N'
17 Iﬁ‘guren neda

. qikas?
2. Intervallet [0, o) &r indelati” 1:1‘3 |
dr rektanglar uppritade enligt fig™"

har Vi ritat kurvan y =

, OC
Mmed dessa Som baser




.__
N
—
—

f\\&x\xx\

A

-9
b

a X

LAt Sn respektive Spn vara summan av de "inre” respektive °
| peKtive “yttre” rektanglarnas

afcor.
2) yisa att
a3 (2n? —3n+1 3
Sp = ( 6 9 ) och aftt Sn — a (27?,2 + 3n =} 1)
" 6n?
- .12+22+...+n2:(2n3+32 - :
Ledning: = n? +n) /6 (se avnitt 1.10, sid. 1.10),

b) Berakna limp—co n och hmn-—-»oo Sn
c) Hur kan resultatet i b) tolkas geometriskt?

fran intervallet [0, 1] ett 5ppet intervall med lédngden % och mittpunkt i 3.
dan (steg 2) fran vart och ett av de bada aterstaende intervallen ett dppet
och mittpunkt i centrum av respektive intervall. I steg
de 4 aterstdende intervallen ett Sppet intervall med
Forfarandet upprepas

7,18 Avldgsna
Avlagsna s€

intervall med lingden (1)
3 avldgsnas fran vart och ett av
lii.ngden(;ll)3 och mittpunkt i centrum av respektive intervall.

n ganger. s ”
gden av de intervall som aterstar efter steg n. Bestam I(n).

2) Lat [(n) vara totala lan
b) Beriikna limp—co I(n).

219 Undersok, dd z — 00
3 =3
1) (i : b) z |cos 2|, o)z |2 + cosal,
3¢ — 222 + 100
d) 3z + An z” e) Va2 — V3 + 22 (Motivera dina svar.)
a‘: | | s
Ty ! Ledning: GO

220 Sitt s, = 1+ _\}.ﬁ. i _\}._5 4ot ﬁ Visa all 8n

€n uppskattning.

3n+COS(TL2 ‘}:_]-)_ 00 dan —

221 Visa att —
2 +1 4l




s och kmrrim.titet
x — 1

Griz'nsv(’!rdw
i ', § Pogm— —_— = ¢
aft 1y 1 Tl 2. Begy

Kapitel 2
(

5 19 visade vi
£9
Ly

1 2.18 och 2.

—r——— e,

= = ( 3 o
/1 = 1 2VE mingy
| vars avstind titl 1 4r mi >
) Nndre s

ndre dip 5

.22 | exempe
,i‘ s i ¢ -
2 och?2, dvs.

ikelsen mellan \/T -
) 106 for allax 7

chdant att avv

2 0.1, b) 0.01. ¢

VY

2401 w2 Y= W4

V/:i- ' X#
2-04

o -5V 148 X

- D41
Ledning: Utnyitja att —\%—:}-1- == —(‘(%:%)%{7__5—% =z+1.

. . sin &
ade vi att limz—0 > = 1.

223 Iexempel 2.20 Vis
sine )
- 1| < 1072 for alla = # O vars avstind till 0

e

a) Bestam négot tal & sa att

mindre 4n 6.
b) Visa att felet i approximationen sinx ~ T dr mindre dn 0.5 1073 om |z| <1/10.
Ledning: Anvind olikheterna cos = < sinz <1, 0 <1—cosa < 22/2, som gl ‘,

for 0 < |z| < /2. (Se exempel 2.20).

T .1 ,
2.24 Beridkna lim, .o zsin - Ledning: Anvind instingningssatsen.

e
|z| + 22’

225 a)Ritakurvany = % #

b) Bestam lim,, - . x
-3 — och lim .
|z| + 22 =0t (] 4 22

Har 2 N .
2| + #? nagot gransvardet dd z — 0 ?
2.26 Det ar latt att j z? 2
t inse att £—=1 o . . 22=1al
bli godtyckligt stort ft za OO di z — 4+, dvs. att det dr mojhigt at T |
or alla x storre in 4 som ligger tillrdckligt nard 4. ‘
A 40

a) Bestdm nigot tal 4 2
sddant att £—=1 & & :
b) Visa att hur stort ant att £ > 107 for alla sadanaatt4 <2 < ° 0
man 4n viljer talet A si kan man alltid hitta ett (al & sidast’
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)\ for alla x sadana att 4 — . _

r)/l 7 ks % /(; [ ‘ . (‘F |
2 P ¢ 1 ,(,(' o -
% v Ning. Yad kan 2
om- , 4 L

gan visa att funktionen
an
7 3
2.2 ,1 B
3 ' r

et gr;rinsvm‘de d-:a . :’% 0. Forsok att gisgy dleg
h ym atl perdakna funktionsvirdeng for Nagra a genom 1t ex per

»11( Hagla r-y T YEE P |
gel rden sopm, Nértmar «; fit |

" p A V - 8 5
~rakna med hjalp av rdkneregler |
2.8 RES 22 4+ x— 12 4
| ‘ 22 —4r +3 . B |
g) lime—3 32 — 4z + 3’ b) lim,, f%_i
1 2 e — 17
olime—-1\T57  T-22 )
2 B vilka vérden pa @ existerar gransvardet lim,, 1 62° — 5ag 4 g2
(] LA i . M\;-‘)
Bestdm g1~ansvardet for dessa a. e

2,30 Berdkna o
) 2+h)— f(2)
%13% h om f(z) =2 _ 4,

Detta gréansvérde kallas for derivatan av f i punkten z — 9

131 Berikna med hjélp av rakneregler och kiinda grinsvirden

) tanx i tanz —sinz
) limz—0 —— b) lim,_,g e —
1 —cos2x cos 2z
¢) lim —_— dlim, o ———
i sin2x —sinx o CoS T + cos 2x
f) My—,0 5 3 g) My _7/3 , .
i sin2x —sinz

2.32 Berakna grinsliget for skirningspunkten mellan linjerna 3z + 5y = 1 och
(2+c)z + 5¢%y = 1 d& ¢ — 1. (Observera att linjerna sammanfaller for ¢ = 1).
(Jaimfor med 6vning 2.10.)

233 Har funktionen f definierad genom

22492 omz <1,
fz)=4{ 0 omz = 1,
4—g omz>1,

3 R 5 ansvardena
Nagot griinsviirde di = — 1 ? Ledning: Undersok vanster-och hogergransy
var for sig
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véirdern och konlinuirﬂ!

Kapite! 2. Grins
234 Undersok -
1 21«2 ‘ } | b) | - 22
a) — 2 dax—1- ochz — +, ) S=—p die— 1,
kR = & . hy |
in & sin 1/ B
sin 2 5 . |
e~ 0—ocha = O+, d) —5— dhz -0
adl och g4
) (l |

c) —5~

re
.

2.11.2 Kontinuitet

anstaende figur illustreras 3 funktioner. Avgor med hjiilp av
eller vilka av funktionernd Jalp av figurer, Vil

a) som dr kontinuerlig i punkten 2o, e
b) som har en havbar diskontinuitet i

2.35 I ned

punkten Zo.

Y, :
30* = L/\/V T
X X \_/A Xo‘?( 'x‘ﬁ
X
Vi
o O
)
/T % X Lt

2.36 2
Bestim a s4 att funktionen f definierad genom

f(;{;):{x2+(1,2$—~2 Omx<1
2az — 1 |

. er Ur y - l’ ’

2'3 Lét 3 ﬂ’} e e
7 [ vara definierad genom f(z) = t-rdtz—1
for o # —1 ochz #1

Un e
ders6k om man kan definiera fi 3 -2 —x+1
‘ i punkterna —1 och 1 sd att f blir kontinuerlig‘

dessa punkter.
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menas storsta heltalet < . ..

/[c(l ' ’ e < 0 " o )
’;s P‘I/ N = l_'rE 1 ' X, Sa }l’[ l* A~ .1
Z!" f(/l) | 1 “,i' " ¢ '
/Rita kurvan y = e J19) Toch |
;I; For vilka @ ar fdi\kﬂnmlu“[,?; o 7. Qe
b) !}

., £ vara den funktion som duhm”

at f
2,39 Il ; [(U) sd att f blir lmnlnmmhp

a8 av /” (7)

g H! I

0.1 2 ¢
(!‘““ ) Wi,
!'y !l”‘”‘ l v a a1 Mzt “w‘,'

ktionen f definieras genom f (x) =y |
m,, |

2 40 Fun

por vilka & &6 funktionen f kontinuerlig 9 © T

. n ZE2
sit f(@) = HMn—oo —

Visa att f ar diskontinuerlig for z — (.

2.11.3 Gransvirde av sammansattg funktioner

242 Bestim foljande gransvérden
, 1 o
CC\/—+ Vx"‘ 1+2x+12)

C hmm—+ / ! d .
) - o ) lim,_,  arctan (—m—
im0 2% - 301 + %),

143 Berikna foljande gransvirden (utnyttja att -Sl—gﬂﬁ —1daz — 0)

sin 7z . sin(cos x)
img b lim._.g ——, ©Olimgo——
e sin 2z’ ) Iz —o sin 18z’ ) im0 —
in(z? sin
' sin(z® — 1) , , _
d) limg 1 ( - ), e) hmx_m:csm%, £ limg—n o
sin «
g limg_,o — = .ddr o dr angiveni grader.
<
- att berdkna
244 Anvind knepet med forlingning med konjugatkvantlteten for att
x—3

\/('*" 2$+£IZ2 — 2, b) ﬁmm—a?) \/—ﬁja
d) i o0 (g:\/m_i — :1:2) )

a)lim, g

o) lim, ,_ \/4m2 + 3z + 2:8
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4 kontinutlel
el 2 (Tr’iinsw'irdf’n och ke
Leinsvirden .
. patiande gransve JETY
oo foljande £7¢ B < N
’ '45 Besté T . . f'/.lf h) m,. .z — - ‘3
. 1 “\l,é (52\“ Y - \/ )‘ \/i’ 5‘\1

a) limg 1 “! Va

/ xl ] )
¢) im0 (1\373 T

iclla n‘l:uivi!ctslcori:’l giller att den kineig
L e diat den SPeC ol
3.46 Enhgt den §| tigheten v i

med massan m och ha

) mc?
f{) = Eu=e==_ == INg
1-(2)

eten. Partikelns kinetiska energi enligt den k]aS%iqk
>18ka

2

diir ¢ r ljushastigh

1 2 ) T}'}Qkar “
ar 3“”?2( ' T( ) T( ) 'H!‘N/‘
& v . , /I)
sina li . Slutsats ? b) Berakna lim, ,  ~\V)
a) Berikna limu—0 57 mu /g Slutsatg?
%4 : ' 2 _
247 Lat z; vara den av rotterna till ekvationen ax dr + 3 — 0 o

absolutbeloppet. Berdkna lim, 0 1. Vad hinder med den andra rotep dﬁa; My,

2.48 Bestam foljande egentliga och oegentliga grénsviirden

. 1
a) lim, o arctan(3z2 +1),  b)lim, ,o_ arctan (_.> :

x
. 1 ) 1
c) lim, o4 1t dls’ d) lim,_,q_ ESTZE
. sinz + 2 ’ .
€) hma;——m/2 m) f) hmm——>0+ Inz (Satt Ir = 1/t)

I'a) och b) antas kint att arctan z — 3 ddx — oo och -% dd z — —o0,

2.11.4 Monotona talfoljder

49 Talf6ljden (a,)3° dr definierad genom rekursionsformeln

illus:trerar rekursionsformeln. (Jamfor med exempel 243)

tionatt q, < 115 Eo e ia))
¢) Visa att talfsliden s vx n = Lloralla n. (Jamfor med figuren13)) o
figuren i 2 J8en dr viixande, dys, gyt Qniq — a, > 0 for allan. (Jamior




srdet genom att "ga i limeg med rek
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ML) e “—JFDF\'E
< en talfoljd (a,)5° dr definier,
&0 ANAE att merad geney, J ) =1
" nga all ralfoljden dr vaxande och UPPAL begrsy 2
e Ao e .0 bR A ) ) ;l f ’ ‘ll 4
X l_,;~knn gi“ﬂ1]$\,ﬂl(i( 19 h ‘ar’ll ay g, {;”l.’;‘ i
bera® ' nvand Inickiaket o
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\\‘ Q:IIS 2_(’ t“:’!l‘]cl ﬂll ]”T]n,,s(‘g) Viij (:Xi‘-’,‘t(\ra'“, i |
251 penbarligen aviagande och vidare ér /10 . | AWoliden TG, yig o
11" Sl .8 - ) ] 1 4 e £ ,() £ P s t 5 Zv?’n
. amaste vara 1. Led . . rallan v, Yl 4
l;lH’C‘»U"kn m.d% o ning: Antag att gransviirdet 4 - Visa att grgne o !
Jetta leder till en motsigelse. Celar Aochay g g vr ™
agett® ) 2 1. Visa an
ia st rdgransvardet 1
) ) Utnyttid standardg " det lim,,_, . (1+ Lyn _ .
ot existerar. ’ esti :
2 gransvard@n som Stimma de av fiskiande

1 ;
a) limn—oo(1 ;)Zn, b) lim,, (1 + Lynt2
1 . )
c) limp—oo(1 =+ 55)7:’ ) ¥, s (1 4 ‘._3n1+2)2n~3,
o) limnoo(1+ 7)™ Dlimp o1 4 Ly
n )

o) limpoo(1 = 7)™ (Ledning for g): Sattn = m 41

z+4
)-m
i o R

im a) li 1+2)7, b
N P

154 Bestim gransvérdet av talfoljden 1.3, 1.031%, 1.003190, 100031000

3 ves

155 Utnyttja att (1 + %)” — e dd n — oo for att bestimma ett approximativt vérde pa
1.0023%0,

2.56 Janne Tappman har bestimt sig for att varje dag under sin n (n > 2) dagar linga
semester ta sig en smutt ur en flaska innehéllande 75 ¢l 40 procentig alkohol. Han
fixerar den dagliga smutten till 100/ cl. For att inte hans dagliga firande ska markas
héller han efter varje smutt tillbaka samma mangd rent vatten.

a) Beriikna alkoholkoncentrationen i flaskan vid semesterns slut. (Vi antar att man
kan bortse fran den volymskontraktion som i realiteten sker, da man blandar atkohol
med vatten.)

b) Bestam griinsviirdet av koncentrationen i a) din — 0.
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o ke ontinuile!

ol 2 (;:ﬁnm:mh n ot
Kapl€t =
cyirden
« srandardgr? an
2 - e” i
'34“11(7;','? ¥
e jiat m”tl att 500 . Trots dety. "
g7 Enhgt? fira resy & Aar
BT BREE = .10 167 Ar detta en motsigelse? try, ke

fiir 1
gy Anvind pamplig! sian{inrdgriinsvfiNkﬁ for att beriikna
? E \] N il i o
& ‘ ) 1 lri(y,5
) . n !
1000 D1 Vi
P . o
‘%hln 2B 0& (1 001 ) ) lIﬂyﬂ(y ,.,mi« ' ‘fl(
7 T+ 1) 5
e E g s
e) limz—c0 3703 . —0.0012 — Jaz? + 7z 20+ /T In 54
Tl
) imy,— :
g} n—00 (2n+n4)2

Anvind omskrivningen Flz)9®) = @I @) () > 0)
dardoransvarden for att berdkna

a) limg oo z%, b) lims—ot e xz) ¢) limg 04 (é> x
- .

2.59 An

_ e —1
2.60 Um?/tt}aatt 7 1daz — 0 och att In{1 + 2) — 1 d3
bestimma de av foljande gransvédrden som existerarx 4z~ gy i

a) lim,_, M 2

z b) lim,,_,, &1
C) hIn’.I:—-»O-{- ’%hl(l — \/5)’ ) 1; 83:” aj_ gl

LT _ b ) lim g

e) hmx-.,g e 5.’E

— edzx’? f) 1imrx;—>0 ln(3 + iL') —In3

. .

g hmn_,%
" (f - 1) (Ledning: 2 — eln2)

2.61 Vi
Vilken ay funktionerng 4= och e*?
€ vaxer snabbast d x — co?

2116 E
genska
per hos kontinuerliga funktioner

2.62
sza Altekvationen 8,3

ofl —~ 3622
ochfp g 0 T46z-15= o

0 har en rot i vart och ett av inter™
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erverar att for ‘l‘U['lkUOan;j f ;‘FY\) = I t 1/7’ yi 2.” (}%fn,-‘n!i,’ar
yj obs© Foljer av detta att det finpg Cittal ¢ _ 1 éclﬂ”t:,r at g -

:ﬂ} ﬂﬂ = 2. - VL T e Fﬂéfl.r];lm ﬂ“['t\ ff -2 och
(’ cvationen (z + 1)e=® — 1/2 har Mines o.a ) =7
Visd att ke St tv feell Mtler

Ly

jonen f dr kontinuerlig i [0

| Joch () FlaY o 18
Funkt1onv sminst ett tal e i (0 1) ey =7 \E) < | for algg ., .
68 NL 1t det finns minst ett tal ¢ i (0, 1) sédang at fo ) mi.n |r I dety interyy);
7oyisa  WNderspk Uk i rn.
iy ;I‘e) . . . " "erif,'n
f( ;)} o ocometriska tolkningen ay OVRing 2 655) 5, At Kupyg
C :' . : ol | M o ) E ’l e ] “n P os
y I - diagonalen i kvadr ateq 1 ned..anstaende figur. Visa tj F(z) sk den
hdd“;{%st ¢ skira den streckade diagonalen S alt kurygp, Y= f(z)
+ven M '
qven

X

166 Avgor om féljande funktioner &r begrinsade 1 méngden (),

@
a)(.’BSinQZ)Q, Q:R, b)‘m, Q:(Q,OO)’

4
T
c) arctan (5:1-) . B EE d) m, Q=R

)%+ 112% — 17, Q = [0, 2], ) Infcosz|,z +# 2 4 ny,

267 Bestim storsta och minsta virdena, om de existerar, till funktionen f om

a)f(a:)::z:2+:c—6,1_<_x§3, b) f(z) = T € R,

1+ 22’
) f(z) = fﬂ«"? = l‘r —T,-2<zx<2 d) f(z) =sinz+cosz, z €R.

Ledning fisr d): Skriy f(x) pa formen Asin(z + ¢).
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